BAB 2
PERTIDAKSAMAAN DAN NILAI MUTLAK

A. Interval
Selain pentingnya paham akan penyelesaian sebuah persamaan dalam matematika, Anda juga diharuskan memahami pertidaksamaan. 

Menyelesaikan pertidaksamaan adalah mencari semua bilangan real yang membuat pertidaksamaan tersebut berlaku. Himpunan pemecahan pertidaksamaan biasanya terdiri dari suatu keseluruhan interval bilangan atau gabungan interval-interval yang demikian.
Pertidaksamaan a < x < b merupakan gabungan dari dua pertidaksamaan yaitu, a < x dan x < b menunjukan interval terbuka yang terdiri dari semua bilangan antara a dan b, tidak termasuk titik-titik ujung a dan b. Kita menyatakan interval ini dengan lambang (a,b). Sebaliknya pertidaksamaan a  x  b menunjuka  interval tertutup  yang berkorespondensi di mana mencakup titik-titik ujung a dan b.

Kemungkinan himpunan dan interval pertidaksamaan
	Penulisan Himpunan
	Penulisan Interval

	{x : a < x < b}
	(a,b)

	{x : a b}
	[a,b]

	{x : a b}
	[a,b)

	{x : a b}
	(a,b]

	{x : b}
	(]

	{x : b}
	(]

	{x : x a }
	[a, )

	{x : x a }
	(a, )

	 
	()



Operasi-operasi dalam prosedur penyelsaian pertidaksamaan :
1. Kita dapat menambahkan bilangan yang samapada kedua ruas suatu pertidaksamaan.
2. Kita dapat mengalikan kedua ruas pertidaksamaan dengan suatu bilangan positif
3. Kita dapat mengalikan kedua ruas dengan suatu bilangan negatif, tetapi kemudian kita harus membalikan arah dari tanda pertidaksamaannya.

B. Pertidaksamaan Linier
Definisi :Dengan :
a	: koefisien x, a  0, a 
b	: konstanta b 
x	: bilangan real

a. Pertidaksamaan satu variabel
ax + b < 0
ax + b  0
ax + b > 0
ax + b  0


b. Pertidaksamaan dua variabelDengan :
a,b	: koefisien x, a  0, a 
c	: konstanta c 
x,y	: bilangan real

ax + by + c < 0
ax + by + c  0
ax + by + c > 0
ax + by + c  0


1. Selesaikan pertidaksamaan berikut : 
Penyelesaian :





2. Selesaikan peritidaksamaan linear berikut : 
Penyelesaian :





Dapat diperhatikan bahwa suatu faktor linear dapat berbentuk x – a adalah positif untuk x > a dan negatif untuk x < a. Ini menunjukan bahwa hasil kali (x – a)(x – b)  dapat berubah dari bernilai positif menjadi negatif atau sebaliknya hanya pada a atau b. Titik-titik ini, di mana suatu faktor adalah nol, disebut titik pemisah (split point). Titik-titik ini merupakan kunci untuk menen himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan kuadrat atau pertidaksamaan yang lebih rumit lagi.

C. Pertidaksamaan Kuadrat
Pertidaksamaan kuadrat ialah pertidaksamaan yang mempunyai variabel dimana pangkat dari suatu kalimat matematika yang memuat satu atau lebih perubahan serta relasi “lebih dari (>)”, “lebih dari atau sama dengan ()”, “kurang dari (<)”, atau “kurang dari sama dengan ()”, dianggap menggunakan pertidaksamaan.

Definisi atau bentuk umum :
ax2 + bx + c < 0
ax2 + bx + c  0
ax2 + bx + c > 0
ax + by + c  0

Contoh Soal 
1. Selesaikan pertidaksamaan kuadrat berikut : 
Penyelesaian :




Jika dibuat dalam sebuah garis bilangan, kita dapatkan -2 dan 3 adalah titik-titik pemisah : titik-titik ini membagi garis real menjadi tiga interval (), (-2, 3), dan (3, ). Pada interval ini, (x – 3)(x + 2) bertada tetap, yakni selalu positif atau selalu negatif. Untuk mencari tanda ini dalam tiap interval, kita gunakan titik uji -3, 0, dan 5 (sebarang titik pada ketiga interval tersebut akan memenuhi).

2. Tentukan penyelesaian pertidaksamaan kuadrat berikut ini : 
Penyelesaian :





 merupakan titik-titik batas. Titik-titik bersama dengan titik-titik uji -2, 0, dan 2 menghasilkan titik-titik yang berada pada interval ( ) atau (1, ). Dalam bahasa himpunan, himpunan penyelesaian adalah gabungan (dilambangkan oleh ) dari dua interval ini yaitu : ( ) (1, ).


D. Pertidaksamaan Rasional
Bentuk umum Pertidaksamaan Rasional 

Langkah-langkah penyelesaian pertidaksamaan
1. Mengubah ruas kanan pertidaksamaan menjadi nol
2. Menentukan nilai pembuat nol untuk pembilang dan penyebut
3. Melukis daerah penyelesaian dalam garis bilangan
4. Menentukan interval penyelesaian
5. Menentukan kategori interval apakan daerah negatif atau positif dengan mensubtitusikan bilangan x tertentu pada pertidaksamaan awal, jika bernilai kurang dari 0 maka negatif, lebih dari 0 maka positif
Contoh soal:
(a) 
Penyelesaian :
x + 3 = 0, x = - 3
2x – 8 = 0, 2x = 8, x = 4

Garis Interval

Sehingga :
Menggunakan nilai x :
x = 5 memperoleh nilai 4 ( > 0)  positif
x = 0 memperoleh nilai  (< 0) negatif
x = -5 memperoleh nilai  ( > 0)  positif

Intervalnya :  -3  x < 4
E. Pertidaksanaan Bentuk Akar
Pertidaksamaan bentuk akar atau irrasional merupakan jenis pertidaksamaan yang memuat bentuk akar. Terdapat bentuk umum pertidaksamaan  dan .
Cara penyelesaian : menguadratkan kedua ruas pertidaksamaan. Namun proses ini akan mengubah nilai di kedua ruasnya, sehingga interval yang didapatkan harus diberi ketentuan, meliputi :
1. 		syaratnya : f(x) ≥ 0 dan g(x) ≥ 0
2. 		syaratnya : f(x) ≥ 0 dan g(x) ≥ 0
3. 			syaratnya : f(x) ≥ 0
4. 			syaratnya : f(x) ≥ 0 dan g(x) ≥ 0

Contoh Soal :
Titik 1










Titik 2





Garis interval :
Interval garisnya 3  x  15

Contoh :
Titik 1






Titik 2 




Titik 3




Masukan titik 1, 2, 3 ke 
Setelah melalui garis bilangan maka didapatkan interval penyelesaian : 2  x 


F. Pertidaksamaan Nilai Mutlak

a. Nilai Mutlak 
Misalkan titik a da b adalah dua titik pada garis pada garis bilangan
· Jarak = b – a     jarak titik a ke titik b adalah b – a bila a < b
· Jarak = a – b     jarak titik a ke titik b adalah a – b bila a > b

Dengan kesimpulan :


Situasi khusu terjadi dalam kasus b = 0, jarak dari titik a ke 0 adalah



Konsep nilai mutlak dari bilangan real x dirancang sehingga mempunyai arti geometri sebagai jarak dari x ke 0 pada garis bilangan, akibatnya nilai mutlak dapat digunakan sebagai ukuran jarak dari dua bilangan (titik) pada garis bilangan real.

Misalkan ambilkan titik sebarang (2) ke titik 0 pada garis bilangan :
· Jarak dari 2 ke 0 adalah 2 – 0 = 0, jarak dari – 2 ke 0 adalah 0 –  (– 2 )= 2.
· Bila x > 0, jarak dari x ke 0 adalah x – 0 = x, bila y < 0, jarak dari y ke 0 adalah 0 – y =  –  y. Perhatikan bahwa di sini – y adalah bilangan positif karena y < 0. Bila z = 0, maka jarak z ke 0 adalah 0.
· Dari kenyataan ini, jarak dari x ke 0 adalah x bila x  0, dan jarak dari x ke 0 adalah x bila x < 0. Hasil ini dapat ditulis dalam bentuk :

Definisi nilai mutlak bilangan real x :



Deskripsi : titik 0 membagi garis bilangan atas dua daerah : x  0 dan x < 0. Pada daerah x  0 berlaku |x| = x, dan pada daerah x < 0 berlaku |x| = - x. Dalam hal ini kita mengatakan bahwa |x| berganti tanda di titik 0.

Sesuai dengan bunyi definisi : Jika n bilangan genap positif, akar ke-n dari bilangan positif a, ditulis , didefinisikan sebagai bilangan positif x yang memenuhi xn = a.
Maka kaitan antara bentuk akar dengan nilai mutlak adalah :


Sifat-Sifat Nilai Mutlak
Teorema 1.9
1. Untuk setiap bilangan real x berlaku 
(a) |x|  0,	(b) |-x|,		(c) - |x|  x  |x|, 	(d) |x|2 = |x2| = x2

2. Untuk setiap bilangan real x dan y berlaku 
(a) |x| = |y|      x =  y       x2 = y2, 	(b) |x – y| = |y – x|

3. Jika a  0, maka :
(a) |x|  a   -a  x  a  x2 a2
(b) |x|  a  x  a atau x  - a  x2 a2

4. Ketaksamaan segitiga. Untuk setiap bilangan real x dan y berlaku :
(a) |x + y|  |x| + |y|,		(c) |x| -  |y|  |x – y|,
(b) |x – y|  |x| + |y|,		(d) ||x| + |y||  |x – y|,

5. Untuk setiap bilangan real x dan y berlaku :
(a) |xy| = |x| |y|,		(b)  = , y 0.

Pertidaksamaan dengan Nilai Mutlak
Proses penyelesaian pertidaksamaan yang memuat nilai mutlak adalah mengubah bentuk pertidaksamaan yang diketahui sehingga tidak memuat nilai mutlak lagi, kemudian selesaikan pertidaksamaan yang muncul pada setiap kasus. Untuk ini kita dapat menggunakan sifat nilai mutlak berikut :
Jika a  0, maka |x|  a  x2   a2 
Jika a  0, maka |x|  a  x a atau x    x2  a2



Berdasarkan sifat pertama dan kedua, kita dapat menguadratkan bentuk pertidaksamaan dengan nilai mutlak bila syaratnya telah terpenuhi. Untuk pertidaksamaan yang memuat lebih dari satu bentuk nilai mutlak, sifat ketiga digunakan pada garis bilangan.

Contoh :
Tentukan himpunan penyelesaian pertidaksamaan 
Penyelesaian :






Himpunan Penyelesaian = 
Tentukan himpunan penyelesaian pertidaksamaan 2 |x| + |x – 1|   2
Penyelesaian
a. Tuliskan pertidaksamaannya tanpa bentuk nilai mutlak dengan menggunakan sifat



b. Proses penyelesaian pada garis bilangan :
HP 1 : x < 0

|x| 		= -x 
| x – 1| 	= 1 – x
Gantikan ke pertidaksamaan 
-2x + 1 – x	 	2
-3 x + 1 		 	2
3x			 	- 1 
x 				 
	Himpunan Penyelesaian =  = 

	HP 2 : 0  x < 1
	|x| 		= x
	|x – 1| 		= 1 – x 
	Gantikan ke pertidaksamaan
2x + 1 – x  2
x + 1  2
x  1

Himpunan Penyelesaian = 

HP : x  1
|x| 		= x
|x – 1| 		= x – 1 
Gantikan ke pertidaksamaan
  2x + x – 1	 2
  3x – 1 	 2
  3x 		 3
  x 		1
Himpunan Penyelesaian = 
Hasil perhitungan pada penyelesaian pertidaksamaan harus selalu diiriskan dengan tempat berlakunya pertidaksamaan tersebut. Di sini himpunan penyelesaian pertama harus diiriskan dengan selang himpunan penyelesaian kedua dengan selang  dan himpunan penyelesaian ketiga dengan selang 

Gabungan Himpunan Penyelesaian =

HP = 

Rumus abc (quadratic formula) untuk ax2 + bx + c = 0 diberikan oleh :


Kuadrat 

Ini berasal dari sifat |a||b|= |ab|
Apakah operasi penguadratan mempertahankan pertidaksamaan? Secara umum jawabannya tidak. Misalnya -3 < 2, tetapi (-3)2 > 22. Sebaliknya, 2 < 3 dan 22 < 32. Jika kita bekerja dengan bilangan bukan negatif, maka a < b  a2 < b2. Salah satu variasi yang bermanfaat dari bentuk ini adalah
|x| < |y|  x2 < y2





Latihan soal Pertidaksamaan dan nilai mutlak 
1. Tunjukan masing-masing interval berikut pada garis bilangan real !
a. [-1 , 1]
b. [4 , 1]
c. [-1 , ]
d. [-4 , 1]
e. []
2. Nyatakanlan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan yang diberikan dalam cara penulisan interval dan sketsa grafiknya
a. x – 7 < 2x – 5 
b. 7x – 2  9x + 3
c. -4 < 3x + 2  5
d. 
e. 
f. 
g. 
h. 
i. 
j. 
3. Tentukan dan jelaskan apakah masing-masing pertidaksamaan berikut benar atau salah!
a. -5 < -6
b. -1 > -21
c. -7 > 
4. Jelaskan apakah masing-masing pertidaksamaan berikut ini, benar atau salah!
a. -5 > 
b. 
c. 
5. Anggaplan bahwa a > 0, b > 0. Buktikan masing-masing pernyataan di bawah ini (petunjuk : masing-masing bagia memerlukan dua bukti : satu untuk  dan satu untuk .)
a. 
b. 
6. Manakah yang benar jika diketahui a  b
a. 
b. 
c. 
d. 
7. Carilah semua nilai x yang memenuhi kedua pertidaksamaan secara serentak (stimulan)
a. 3x + 7 > 1 dan 2x + 1 < 3
b. 3x + 7 > 1 dan 2x + 1 > -4
8. Carilah semua nilai x yang memenuhi paling sedikit satu dari dua pertidaksamaan di bawah ini !
a. 3x + 7 > 1 dan 2x + 1 < 3
b. 3x + 7 > 1 dan 2x + 1 > 3
9. Carilah nilai x dan tentukan dalam bentuk interval!
a. 
b. 
10. Selesaikan dan nyatakan dalam bentuk notasi interval :
a. 1,99 << 2,01
b. 2,99 <  < 3,01
11. Carilah himpunan penyelesaian pada peetidaksamaan yang diberikan!
a. 
b. 
c. 
d. 
e. 
12. Selesaikan dengan menggunakan rumus abc untuk pertidaksamaan di bawah ini!
a. 
b. 
13. Tunjukan bahwa implikasi di bawah ini adalah benar!
a. 
b. 

14. Carilah  sedemikian hingga implikasi yang diberikan adalah benar
a. 
b. 
c. 
d. 
15. Suhu fareheit dan celcius dikaitkan dengan rumus . Sebuah percobaan mensyaratkan bahwa penyelesaian dipertahankan pada suhu  dengan galat paling banyak 3% ( atau  ). Jika Anda hanya memiliki termometer Farenheit, maka berapakan galat yang diperbolehkan pada termometer tersebut?
16. Selesaikan pertidaksamaan di bawah ini!
a. 
b. 
17. Buktikan  dengan memberikan alasan pada setiap langkah di bawah ini!
 
 
  

Sebaliknya,
 
 
 
 
 

18. Gunakan sifat-sifat nilai mutlak untuk memperlihatkan bahwa masing-masing pertidaksamaan di bawah ini adalah bernilai benar!
a. 
b. 
c. Gunakan pertidaksamaan segitiga dan fakta bahwa untuk mengembangkan rangkaian pertidaksamaan berikut ini :

19. Perlihatkan bahwa :

20. Perlihatkan bahwa :
a.  untuk x<0 atau x>1
b.  untuk 0 < x < 1
21. Perlihatkan bahwa .
22. Bilangan  dinamakan rata-rata, atau rataan hitung dari a dan b. Perlihatkanlah bahwa rataan hitung dari dua bilangan berada di antara kedua bilangan itu dengan membuktikan bahwa :

23. Bilangan  dinamakan rataan geometris dari dua bilangan positif a dan b, kemudian buktikan bahwa 
a. 
b. 
24. Tunjukan bahwa di antara segiempat dengan keliling p, bujur sangkar memiliki luas yang paling besar. (Petunjuk : jika a dan b merupakan panjang sisi yang berdampingan dari suatu segiempat dengan keliling p, maka luasnya ab, dan untuk bujur sangkar luasnya adalah .
25. Rumus :
 memberikan hambatan total R dalam suatu rangkaian listrik yang mengandung tiga hambatan , yang dihubungkan secara paralel. Jika  . Carilah interval nilai-nilai untuk R.

