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Capaian Pembelajaran

• Sub-CPMK-1: Mampu mengidentifikasi konsep dasar 
pemelajaran mendalam, konsep matematika dan 
mesin pemelajar yang mendasari prinsip-prinsip 
algoritma cerdas serta menentukan karakteristik 
permasalahan yang dapat diselesaikan dengan 
algoritma deep learning [C2, A3]
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Why Probability?

• Pembelajaran mesin harus selalu berurusan dengan kuantitas 
yang tidak pasti dan terkadang kuantitas stokastik 
(nondeterministik). 
• Ketidakpastian dan stokastik dapat muncul dari banyak sumber. 

• Para peneliti telah membuat argumen yang meyakinkan untuk 
mengukur ketidakpastian menggunakan probabilitas setidaknya sejak 
tahun 1980-an.



Why Probability?

• Dalam kasus dokter yang mendiagnosa pasien, kita menggunakan 
probabilitas untuk mewakili tingkat kepercayaan (degree of belief), 
dengan 1 menunjukkan kepastian mutlak bahwa pasien terkena flu 
dan 0 menunjukkan kepastian mutlak bahwa pasien tidak terkena flu. 
• Probabilitas yang pertama, terkait langsung dengan tingkat terjadinya 

peristiwa, dikenal sebagai frequentist probability, 

• sedangkan yang kedua, terkait dengan tingkat kepastian kualitatif, dikenal 
sebagai probabilitas Bayesian.



Why Probability?

• Probabilitas dapat dilihat sebagai perpanjangan dari logika untuk 
menghadapi ketidakpastian. 

• Logika menyediakan seperangkat aturan formal untuk menentukan 
proposisi apa yang tersirat benar atau salah dengan asumsi bahwa 
beberapa perangkat proposisi lain benar atau salah. 

• Teori probabilitas menyediakan seperangkat aturan formal untuk 
menentukan kemungkinan (likelihood) suatu proposisi menjadi benar 
mengingat kemungkinan proposisi lain.



Statistika

Random Variable



Pengertian

❑ Random variable (variabel acak)

➢ suatu fungsi yang didefinisikan pada sample space

❑ Jenis

➢ Discrete random variables

➢ Continuous random variables

❑ Contoh

➢ jumlah hari hujan selama 1 tahun→ diskrit

➢ jumlah (volume) hujan selama 1 tahun→ kontinu



Variabel Random

❑ Notasi

➢ X→ variabel random

➢ x → nilai variabel random

❑ Fungsi

➢ Suatu fungsi variabel random adalah variabel random pula

➢ Jika X adalah variabel random, maka Z = f(X) adalah juga

variabel random



Variabel Random Diskrit

❑ X = discrete random variables

= x1,x2, x3, …, xn

 fX(x1)

fX(x2)

fX(x3)

    fX(xn)

∑ fX(xi) = 1probabilitas



𝑓𝑋(𝑥𝑖)

𝑋𝑛𝑋1
 𝑋2

 𝑋3 𝑋𝑛−1 
…

distribusi probabilitas diskrit

distribusi probabilitas kumulatif 

diskrit

probabilitas

𝑥 ≤ 𝑥𝑖

𝐹𝑋(𝑥𝑖)

…

1

0

𝑋𝑛𝑋1
 𝑋2

 𝑋3 𝑋𝑛−1 



𝐹𝑋 𝑥 = ෍

𝑥𝑖≤𝑥

𝑓𝑋(𝑥𝑖)

❑ Distribusi probabilitas

suatu variabel random 𝑋 untuk 𝑋 = 𝑥
𝑓𝑋 𝑥𝑖 = 𝐹𝑋 𝑥𝑖 − 𝐹𝑋(𝑥𝑖 − 1)

❑ Distribusi probabilitas kumulatif suatu

variabel random 𝑋 untuk 𝑋 = 𝑥



▪ Frekuensi relatif ▪ Probabilitas

FX (x)=  fX (xi )
xi x

▪ Frekuensi relatif kumulatif
i

Fxi
(x)= fx j

j=1

− Fxi−1
fxi

= Fxi fX (xi )= FX (xi )−FX (xi−1)



Variabel Random Kontinu
❑ Probabilitas

xin
prob(A)= ni = f

ni = jumlah data di klas ke-i 

n = jumlah seluruh data

fxi → estimasi prob (A)

histogram frekuensi → pendekatan distribusi probabilitas

frekuensi kumulatif → pendekatan distribusi probabilitas kumulatif

❑ Dengan demikian fxi dapat dipandang sebagai nilai estimasi probabilitas

variabel random 

kontinu diperlakukan 

seolah-olah variabel 

random diskrit



prob(a ≤ X≤ b)

x

xa b

a b

pX(x)

1

PX(x)

pdf = probability density function

PX(b)
PX(a)

0

luas =
prob(a ≤ X≤ b)

luas = 
prob(X ≤ b) luas = 1

cdf = cumulative probability 

distribution function

PX(x) = prob(X ≤ x)
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Probability Mass Function (PMF)
Jika 𝑿 adalah diskrit random variable maka range terhadap 𝑹𝑿 adalah himpunan yang dapat 
dihitung, jadi kita dapat membuat daftar elemen di dalam 𝑹𝑿. Dapat ditulis sebagai berikut : 

𝑹𝑿 = {𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑 … 𝒙𝒏}

Random variable 𝑿 = 𝒙𝒌

𝑨 = {𝑿 = 𝒙𝒌} 

𝑨 = {𝒔 ∈ 𝑺|𝑿 𝒔 = 𝒙𝒌}



Definition

Definisi dari 𝑃𝑋 misalkan 𝑋 adalah variabel acak diskrit 
dengan rentang 𝑹𝑿 = {𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑 … 𝒙𝒏}  (finite or 
countably infinite), (terbatas atau tak terbatas yang 
dapat dihitung). Dapat ditulis sebagai berikut :

𝑷𝑿 𝒙𝒌 = 𝑷 𝑿 = 𝒙𝒌 , 𝒇𝒐𝒓 𝒌 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 … 𝒏

Maka disebut Probability Mass Function (PMF) dari 𝑿



Example

Ketika saya melempar koin dua kali, dan 
mendefinisikan 𝑋 sebagai jumlah sisi kepala yang 
saya amati, maka: cari range dari 𝑋, 𝑅𝑥, maupun 
probability mass function (PMF) dari 𝑃𝑋



Jawaban

Ruang sampel : 
𝑺 = {𝑯𝑯, 𝑯𝑻, 𝑻𝑯, 𝑻𝑻}

Jumlah kepala akan menjadi 0, 1, atau 2. Jadi,

𝑹𝑿 = {𝟎, 𝟏, 𝟐}

𝑷𝑿 𝒌 = 𝑷 = 𝑿 = 𝒌  𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐
Selanjutnya,

𝑷𝑿 𝟎 = 𝑷 𝑿 = 𝟎 = 𝑷 𝑻𝑻 =
𝟏

𝟒

𝑷𝑿 𝟏 = 𝑷 𝑿 = 𝟏 = 𝑷 𝑯𝑻, 𝑻𝑯 =
𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟒
=

𝟏

𝟐

𝑷𝑿 𝟐 = 𝑷 𝑿 = 𝟐 = 𝑷(𝑯𝑯)
𝟏

𝟒



𝑷𝑿 𝒙 = ቊ
𝑷 𝑿 = 𝒙  𝒋𝒊𝒌𝒂 𝒙 𝒂𝒅𝒂 𝒅𝒂𝒍𝒂𝒎 𝑹𝑿

𝟎 𝑺𝒆𝒃𝒂𝒍𝒊𝒌𝒏𝒚𝒂

Jika 𝑥 ∉ 𝑅𝑋 , dapat di tulis secara simple 𝑃𝑋 𝑥 = 𝑃 𝑋 = 𝑥 = 0. 
Sehingga, secara umum dapat dituliskan sebagai berikut :



PMF for random Variable 𝑋 
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Joint Probability Mass Function 

(PMF)
𝑷𝑿𝒀 𝒙, 𝒚 = 𝑷(𝑿 = 𝒙, 𝒀 = 𝒚)

𝑹𝑿𝒀 = 𝒙, 𝒚 𝑷𝑿𝒀 𝒙, 𝒚 > 𝟎 

𝑹𝑿𝒀 ⊂ 𝑹𝑿 × 𝑹𝒀 = {(𝒙𝒊, 𝒚𝒊)|𝒙𝒊 ∈ 𝑹𝑿, 𝒚𝒊 ∈ 𝑹𝒀}



෍

𝑥𝑖,𝑦𝑖

𝑃𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 = 1

𝑷((𝑿, 𝒀) ∈ 𝑨) untuk setiap himpunan 𝑨 ⊂ ℝ𝟐

𝑷 𝑿, 𝒀 ∈ 𝑨 = ෍

(𝒙𝒊,𝒙𝒋)∈(𝑨⋂𝑹𝑿𝒀)

𝑷𝑿𝒀(𝒙𝒊, 𝒚𝒊)

𝑿 = 𝒙 { 𝒙𝒊, 𝒚𝒊 : 𝒙𝒊 = 𝒙, 𝒚𝒊 ∈ 𝑹𝒀} 

𝒀 = 𝒚 𝒙𝒊, 𝒚𝒊 : 𝒙𝒊 ∈ 𝐑𝐗, 𝐲𝐢 = 𝐲

𝑷𝑿𝒀 𝒙, 𝒚 = 𝑷 𝑿 = 𝒙, 𝒀 = 𝒚
= 𝑷((𝑿 = 𝒙)⋂(𝒀 = 𝒚))



Marginal PMFs
•𝑃𝑋 𝑥 = 𝑃 𝑋 = 𝑥
•σ𝑦𝑗∈𝑅𝑌

𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦𝑖) Law of total probability

•σ𝑦𝑗∈𝑅𝑌
𝑃𝑋𝑌(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)

•𝑃𝑌 𝑌 = σ𝑥𝑖∈𝑅𝑋
𝑃𝑋𝑌(𝑥𝑖 , 𝑦)

•Marginal PMFs of X and Y:

•𝑃𝑋 𝑥 = σ𝑦𝑗∈𝑅𝑌
𝑃𝑋𝑌 𝑥, 𝑦𝑗 , untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅𝑋

•𝑃𝑌 𝑦 = σ𝑥𝑖∈𝑅𝑋
𝑃𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦 , untuk setiap y∈ 𝑅𝑌



Exampl

eMisalkan dua variabel acak 𝑋 dan 𝑌dengan PMF gabungan yang diberikan 
dalam Tabel.

𝑌 = 0 𝑌 = 1 𝑌 = 2

𝑋 = 0 1

6

1

4

1

8
𝑋 = 1 1

8

1

6

1

6



Misalkan 𝑷𝑿𝒀(𝒙, 𝒚)

a) Cari 𝑷(𝑿 = 𝟎, 𝒀 ≤ 𝟏)
b) Cari Marginal PMF dari 𝑿 dan 𝒀
c) Cari 𝑷(𝒀 = 𝟏|𝑿 = 𝟎)
d) Apakah 𝑿 dan 𝒀 Independent?



a. Cari 𝑷 𝑿 = 𝟎, 𝒀 ≤ 𝟏  

𝑷 𝑿 = 𝟎, = 𝑷𝑿𝒀 𝟎, 𝟎 + 𝑷𝑿𝒀 𝟎, 𝟏 =
𝟏

𝟔
+

𝟏

𝟒
=

𝟓

𝟏𝟐
b. 𝑹𝑿 = {𝟎, 𝟏} dan 𝑹𝒀 = {𝟎, 𝟏, 𝟐}

Kita gunakan rumus Marginal PMFs of X and Y:

• 𝑷𝑿 𝒙 = σ𝒚𝒋∈𝑹𝒀
𝑷𝑿𝒀 𝒙, 𝒚𝒋 , untuk setiap 𝒙 ∈ 𝑹𝑿

• 𝑷𝒀 𝒚 = σ𝒙𝒊∈𝑹𝑿
𝑷𝑿𝒀 𝒙𝒊, 𝒚 , untuk setiap y∈ 𝑹𝒀

Cari 𝑷𝑿(𝟎), Maka
𝑷𝑿 = 𝑷𝑿𝒀 𝟎, 𝟎 + 𝑷𝑿𝒀 𝟎, 𝟏 + 𝑷𝑿𝒀 𝟎, 𝟐

=
𝟏

𝟔
+

𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟖

=
𝟏𝟑

𝟐𝟒

Diperoleh :

𝑃𝑋 =

13

24
𝑥 = 0

11

24
𝑥 = 1

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

𝑃𝑌 =

7

24
𝑦 = 0

5

24
𝑦 = 1

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒



c. Cari 𝑷 𝒀 = 𝟏, 𝟎 = 𝟎  Gunakan Rumus untuk conditional 
probability

𝑷 𝒀 = 𝟏 𝑿 = 𝟎 =
𝑷(𝑿 = 𝟎, 𝒀 = 𝟏)

𝑷(𝑿 = 𝟎)

=
𝑷𝑿𝒀(𝟎, 𝟏)

𝑷𝑿(𝟎)
𝟏
𝟒

𝟏𝟑
𝟐𝟒

=
𝟔

𝟏𝟑

d. Apakah 𝑿 dan 𝒀 Independent? 𝑿 dan 𝒀 apakah bukan Independet? 

𝑷 𝒀 = 𝟏 𝑿 = 𝟎 =
𝟔

𝟏𝟑
≠ 𝑷 𝒀 = 𝟏 =

𝟓

𝟏𝟐

Jika kita ingin menujukkan 𝑿 dan 𝒀 adalah Independent, kita membutuhkan cek Kembali terhadap 
𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖 = 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 𝑃(𝑌 = 𝑦𝑖), untuk semua di 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑋  dan 𝑦𝑗 ∈ 𝑅𝑌 . Sehingga, jika pada 

kejadian (Event) pada perhitungan tersebut kita bisa mendapatkan 𝑃 𝑌 = 1 𝑋 = 0 = 𝑃(𝑌 = 1), belum 
dapat bisa menyimpulkan bahwa 𝑋 dan 𝑌 adalah bersifat Independent. Untuk itu, kita perlu memeriksa 
Independence condition untuk semua 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑋 dan semua di 𝑦𝑖 ∈ 𝑅𝑌.



Conditioning and 

Independence
𝑷 𝑨 𝑩 =

𝑷(𝑨⋂𝑩)

𝑷(𝑩)
, 𝒅𝒊𝒎𝒂𝒏𝒂 𝑷 𝑩 > 𝟎

Dalam rumus terkait Conditional Probability dapat diturunkan dari rumus diatas adalah sebagai 

berikut :

𝑷 𝑿 ∈ 𝑪 𝒀 ∈ 𝑫 =
𝑷(𝑿 ∈ 𝑪, 𝒀 ∈ 𝑫)

𝑷(𝒀 ∈ 𝑫)
, 𝒅𝒊𝒎𝒂𝒏𝒂 𝑪, 𝑫 ⊂ ℝ

 



Conditional Probability Mass Function PMF dan 

Cumulative Distributive Function CDF

Ukuran Probabilitas (Probability Measure) Yaitu 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑘 . 

Conditional PMF dari 𝑿 diberikan kejadian (Event) 𝑨, didefinisikan sebagai berikut :
𝑷𝑿|𝑨 𝒙𝒊 = 𝑷 𝑿 = 𝒙𝒊 𝑨

𝑷(𝑿 = 𝒙𝒊 𝒅𝒂𝒏 𝑨)

𝑷(𝑨)



Example
Ketika melempar dadu secara merata dan membiarkan 𝑋 menjadi angka yang diamati, kita perlu mencari 
conditional PMF dari 𝑋 diberikan bahwa angka yang diamati kurang dari 5.

Jawab

Maka, Condition pada saat kejadian (Event) 𝐴 = 𝑋 < 5 , 𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑃 𝐴 =
4

6
, 𝐷𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝐷𝑒𝑚𝑖𝑘𝑖𝑎𝑛 𝑀𝑎𝑘𝑎.

𝑃𝑋|𝐴 𝐴 = 𝑃(𝑋 = 1|𝑋 < 5)

=
𝑃 𝑋 = 1 , 𝑑𝑎𝑛 𝑋 < 5)

𝑃(𝑋 < 5)

=
𝑃(𝑋 = 1)

𝑃(𝑋 < 5)
=

1

4
Demikian pula kita mendapatkan :

𝑃𝑋|𝐴 2 = 𝑃𝑋|𝐴 3 = 𝑃𝑋|𝐴 4 =
1

4
Juga demikian

𝑃𝑋|𝐴 5 = 𝑃𝑋|𝐴 6 = 0



Aturan (Teorema) Bayes

Teorema. Misalkan 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 
adalah kejadian-kejaian yang 

terpisah (saling meniadakan) yang gabungannya adalah ruang sampel 
𝑆, dengan kata lain salah satu dari kejadian tersebut harus terjadi. 
Jika 𝐴 adalah kejadian sembarang dalam 𝑆 dengan 𝑃(𝐴) ≠ 0, maka

𝑃 𝐵𝑟 𝐴 =
𝑃(𝐵𝑟 ∩ 𝐴)

σ𝑖=1
𝑛 𝑃(𝐵𝑖 ∩ 𝐴)

=
𝑃 𝐵𝑟 𝑃(𝐴|𝐵𝑟)

σ𝑖=1
𝑛 𝑃(𝐴𝑖)𝑃(𝐴 ∩ 𝐵𝑖)



• Contoh. Tiga orang dosen dicalonkan menjadi Rektor sebuah perguruan tinggi, yaitu Ahmad, Budi, 
dan Catur. Peluang Ahmad terpilih adalah 0.3, Budi 0.5, dan Catur 0.2. Bila Ahmad terpilih maka 
peluang SPP naik adalah 0.8, dan bila Budi yang terpilih peluang SPP naik adalah 0.1, dan bila 
Catur yang terpilih maka peluang SPP naik adalah 0.4. Bila setelah pemilihan diketahui bahwa SPP 
telah naik (siapa yang terpilih tidak diketahui informasinya), berapakah peluang bahwa Catur yang 
terpilih?

Jawaban:

Misalkan

𝐴 : kejadian orang yang terpilih menaikkan SPP 𝐵1 : kejadian Ahmad yang terpilih

𝐵2 : kejadian Budi yang terpilih 

𝐵3 
: kejadian Catur yang terpilih

Berdasarkan aturan Bayes, maka

𝑷(𝑩𝟑|𝑨)  =  𝑷(𝑩𝟑 ∩ 𝑨) / {𝑷(𝑩𝟏 ∩ 𝑨) +  𝑷(𝑩𝟐 ∩ 𝑨) +  𝑷(𝑩𝟑 ∩ 𝑨)}



𝑃(𝐵1 ∩ 𝐴)  =  𝑃(𝐵1)𝑃(𝐴|𝐵1)  =  0.3 × 0.8 

𝑃(𝐵2 ∩ 𝐴)  =  𝑃(𝐵2)𝑃(𝐴|𝐵2)  =  0.5 × 0.1 

𝑃(𝐵3 ∩ 𝐴)  =  𝑃(𝐵3)𝑃(𝐴|𝐵3)  =  0.2 × 0.4 =  0.08

𝑃(𝐵3|𝐴)  =  𝑃(𝐵3 ∩ 𝐴) / {𝑃(𝐵1 ∩ 𝐴) +  𝑃(𝐵2 ∩ 𝐴) +  𝑃(𝐵3 ∩ 𝐴)}
=  0.08 / (0.24 +  0.05 +  0.08)  =  8/37

Karena 8/37 = 0.216 < 0.5 maka kemungkinan besar bukan Catur yang yang terpilih 

sebagai rektor.



Statistika

Probability Density Function 

(PDF)

Fungsi Padat Peluang



Probability Density Function 

(PDF)

b

x

f(x)

a

P(a < X < b)



• Definisi 1. Fungsi f(x) adalah fungsi padat peluang dari peubah acak kontinu 

X yang didefinisikan di atas himpunan semua bilangan riil R, bila memenuhi 

syarat:

1) 𝑓(𝑥)  ≥  0 untuk semua x  R

2) ∞−׬

∞
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1

3) 𝑃 𝑎 < 𝑋 < 𝑏 = ∞−׬

∞
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

a b

P(a < X < b)

x

f(x)

• Perhatikan pula bahwa bila X kontinu,

𝑃(𝑎 <  𝑋 ≤ 𝑏)  =  𝑃(𝑎 <  𝑋 <  𝑏)  +  𝑃(𝑋 =  𝑏)  =  𝑃(𝑎 <  𝑋 <  𝑏)  +  0 =  𝑃(𝑎 <  𝑋 <  𝑏)



Probability Density Function 

𝒖 𝒙; 𝒂, 𝒃 =
𝟏

𝒃 − 𝒂



μ−3σ−∞ μ−2σ μ−σ μ+σ μ+2σμ

X
μ+3σ +∞

pX(x)

N(μ,σ2)
−1

2 −1 

pX (x)= (2
) e 2(x−) 

pdf (probability density function)



Statistika

Variansi & Kovariansi



Variansi



Definisi.
Misalkan 𝑿 adalah variabel random dengan distribusi peluang  𝒇(𝑿) dan rataan 
𝝁. Variansi dari 𝑿 adalah:

𝝈𝟐 = 𝑬 𝑿 − 𝝁 𝟐 = σ𝒙 𝒙 − 𝝁 𝟐𝒇(𝒙) 

Jika 𝑿 Diskrit, dan

𝝈𝟐 = 𝑬 𝑿 − 𝝁 𝟐 = = න

−∞

∞

𝒙 − 𝝁 𝟐 𝒇 𝒙 𝒅𝒙

Jika 𝑿 Kontinu





Variansi kecil

Variansi besar



Contoh 1. Diberikan disribusi peluang sbb:

Hitunglah variansi dari X.

Jawaban:

𝜇 = 𝐸 𝑋 = 1 0.3 + 2 0.4 + 3 0.3 = 2.0

𝜎2 = ෍

𝑥=1

3

𝑥 − 2 2𝑓(𝑥)

= 1 − 2 2 0.3 2 − 2 2 0.4 + 3 − 2 2 0.3 = 0.6

x 1 2 3

f(x) 0.3 0.4 0.3



𝝈𝟐 = 𝑬 𝑿𝟐 − 𝝁𝟐

Contoh 2

Misalkan 𝑋  menyatakan banyaknya bagian yang cacat dari suatu 

mesin bila 3 suku cadang diambil secara acak dari proses produksi. 
Distribusi peluang 𝑋.

X 0 1 2 3
𝒇(𝑿) 0.51 0.38 0.10 0.01

Hitunglah Variansi dari 𝑋



Jawaban:

𝜇 =  𝐸 𝑋 = 0 0.51 + 1 0.38 + 2 0.10 + 3 0.01 =  0.61
𝐸(𝑋2)  =  (0)(0.51)  +  (1)(0.38)  +  (4)(0.10)  +  (9)(0.01)  =  0.87

𝐽𝑎𝑑𝑖, 𝜎2 =  0.87 – (0.61)2 
=  0.4979



Contoh.

Sebuah panitia beranggotakan 3 orang dipilih secara 

acak dari 4 orang mahasiswa Informatika dan 3 orang 

mahasiswa Robotika dan Kecerdasan Buatan. Hitung 

variansinya.



Jawaban:

𝜇 =  𝐸(𝑋)  =  (0)(1/35)  + (1)(12/35)  + (2)(18/35)  +  (3)(4/35)  =  12/7
𝐸(𝑋2)  =  (0)(1/35)  + (1)(12/35)  + (4)(18/35)  + (9)(4/35)  =  24/7

𝐽𝑎𝑑𝑖, 𝜎2 =  24/7 – (12/7)2 =  24/29



Kovariansi
Misalkan 𝑋 dan 𝑌 adalah variabel random dengan distribusi peluang 
gabungan 𝑓(𝑥, 𝑦). Kovariansi dari 𝑋 dan 𝑌 adalah

𝜎𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌 = ෍

𝑥

෍

𝑦

𝑥 − 𝜇𝑥 𝑦 − 𝜇𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦)

Jika 𝑋 dan 𝑌 Diskrit
𝜎𝑋𝑌 = 𝐸[(𝑋 − 𝜇𝑋)(𝑌 − 𝜇𝑌)]

= න

−∞

∞

න

−∞

∞

𝑥 − 𝜇𝑥 𝑦 − 𝜇𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

Jika 𝑋 dan 𝑌 Kontinu



Interpretasi: Kovariansi antara dua peubah acak 

menunjukkan sifat asosiasi (hubungan) antara keduanya;

Jika kedua peubah tersebut 

bergerak kearah yang sama 

(𝑋 membesar dan 𝑌 membesar) 

maka hasil kali (𝑋 − 𝜇𝑥)(𝑌 − 𝜇𝑦) 

Bernilai Positif

Jika bergerak kearah 

berlawanan (𝑋 membesar 

dan 𝑌  mengecil), maka 

hasil kali (𝑋 − 𝜇𝑥)(𝑌 − 𝜇𝑦) 

Bernilai Negatif.

Tanda kovariansi (+ atau -) 



Kovariansi juga dapat dihitung bila dengan rumus yang 

lebih mudah sebagai berikut:

𝝈𝑿𝒀 = 𝑬 𝑿𝒀 − 𝝁𝑿𝝁𝒀



Contoh
Misalkan 𝑋 =  jumlah ballpoint warna biru, dan 𝑌 = jumlah 
ballpoint warna merah. Bila dua ballpoint diambil secara acak 
dari kotak, distribusi peluang gabungannya sudah dihitung pada 
contoh terdahulu, yaitu:

f(x,y) x=0 x=1 x=2 h(y)

y=0 2/28 9/28 3/28 15/28

y=1 3/14 3/14 3/7

y=2 1/28 1/28

g(x) 5/14 5/18 3/28 1

Hitunglah Kovariansi dari 𝑋 dan 𝑌



Jawaban

𝜎𝑋 = 𝐸 𝑋 = ෍

𝑥=0

2

෍

𝑦=0

2

𝑥𝑓 𝑥, 𝑦 = ෍

𝑥=2

2

𝑥𝑔(𝑥) = 0
5

14
+ 1

15

28
+ 2

3

28
=

3

4
 

𝜎𝑦 = 𝐸 𝑌 = ෍

𝑥=0

2

෍

𝑦=0

2

𝑦𝑓 𝑥, 𝑦 = ෍

𝑥=2

2

𝑦ℎ(𝑥) = 0
15

28
+ 1

3

7
+ 2

1

28
=

1

2
 

Sehingga diperoleh

𝜎𝑥𝑦 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑥𝜇𝑦 =
3

14
−

3

4

1

2
=

9

56



Statistika

Gaussian Distribution



Distribusi Seragam Kontinu
• Fungsi padat peluang dari peubah acak seragam kontinu 𝑋 pada selang 

[𝑎, 𝑏] adalah:

• 𝑓 𝑥, 𝑎, 𝑏 = ቐ
1

𝑏−𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

0 𝑥 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎



Kurva fungsi padat peluang ➔



Contoh
Sebuah ruang konferensi dapat disewa untuk rapat yang lamanya tidak lebih 
dari 4 jam. Misalkan X adalah peubah acak yang menyatakan waktu rapat, yang 
mempunyai distribusi seragam.

a) Tentukan fungsi densitas peluang dari 𝑋.

b) Tentukan peluang suatu rapat berlangsung 3 jam atau lebih.

Jawab

a) 𝑎 = 0, 𝑏 = 4, Sehingga 𝑓 𝑥 = ቐ
1

4
, 0 ≤ 𝑥 ≤ 4

0 𝑥 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

b) 𝑃 𝑋 ≥ 3 = 3׬

4 1

4
𝑑𝑥 =

1

4
𝑥|

𝑥 = 4
𝑥 = 3

=
4

4
−

3

4
=

1

4



𝜇 =
(𝑎+𝑏)

2
 dan 𝜎2 =

𝑏−𝑎 2

12

Fungsi Kumulatif

𝐹 𝑥 =

0 𝑓𝑜𝑟 𝑥 < 𝑎
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑓𝑜𝑟 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏

1 𝑓𝑜𝑟 𝑥 ≥ 𝑏

Kasus khusus : jika 𝑎 = 0 dan 𝑏 = 1, maka distribusinya disebut distribusi 
seragam baku (standard uniform distribution), dilambangkan dengan ∪ (0,1)



Gaussian Distribution

σ

x

µ



Lonceng (bell)

Lonceng sekolah

6

Sombrero, topi orang Meksiko
Sombrero, topi orang Meksiko

Kurva normal



• Fungsi padat peluang (pdf) dari peubah acak normal 𝑋, dengan
rataan 𝜇 dan variansi 𝜎2 adalah

• 𝑛 𝑥; 𝜇, 𝜎 =
1

𝜎 2𝜋
𝑒

−
1

2

𝑥−𝜇

𝜎

2

,−∞ < 𝑥 < ∞



Kurva normal dengan 𝜇1 < 𝜇2 dan 𝜎1 = 𝜎2:

1 2

x

µ1 µ2



Kurva normal dengan 𝜇1 < 𝜇2 dan 𝜎1 < 𝜎2:

1 2

x

µ1 µ2



Kurva normal dengan 𝜇1 = 𝜇2 dan 𝜎1 < 𝜎2:

1

2

x

1 = 2



Luas Daerah di bawah Kurva Normal

𝑃 𝑥1 < 𝑋 < 𝑥2 = න

𝑥1

𝑥2

𝑛 𝑥; 𝜇, 𝜎 𝑑𝑥 =
1

𝜎 2𝜋
න

𝑥1

𝑥2

𝑒
−

1
2

𝑥−𝜇
𝜎

2

𝑑𝑥





Contoh 2.
Diberikan distribusi normal baku, hitunglah daerah di bawah kurva yang dibatasi : 
a. sebelah kanan z = 1.84
b. antara z = -1.97 dan z = 0.86 
Jawab
a. Luas sebelah kanan = 1 – luas sebelah kiri z = 1.84 (lihat gambar di halaman 
berikut ini). Dari tabel luas sebelah kiri = 0.9671, jadi Luas sebelah kanan = 1-
0.9671 = 0.0329
b. Luas daerah antar batas tersebut adalah luas di sebelah kiri z = 0.86 dikurangi 
dengan luas di sebelah kiri z = -1.97. Dari tabel diperoleh 0.8051 - 0.0244 = 0.7807



0

x

1.84

z

0 0.86-1.97



Terima Kasih
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