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MODUL 2
PERSAMAAN ALJABAR LINIER

Pendahuluan

Sebuah sistem yang didalamnya mengandung parameter, apabila
mendapatkan masukan , maka akan ada respon dengan memberikan keluaran.
Sebagai contoh, sistem elektrik berikut ini:

Sistem elektrik di atas, dapat di analisis besarnya arus pada masing masing loop
dengan menggunakan Hukum Kirchof.

Persamaan berikut merupakan bentuk persamaan arus pada setiap loop
8 = 12i; + 10(i; — i2) + 8(iy — i3)

4 =10(i, — i) + 6(i2 — i3)
6 = 8(i3 — i1) + 6(iz — i2) + di3.

Persamaan di atas apabila disusun kembali dalam bentuk suku i1, i2 dan i3 maka
dinyatakan dalam bentuk berikut:
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(12+10+8)i1-10i2-8i3=8
-10i1+(10+6)i2—-6i3=4
-8il—i2+(8+6+4)i3 =6
Atau
30i1-10i2-8i3=8
-10i1+16i2-6i3=4
-8i1—-6i2+18i3=6

Persamaan di atas dikatakan sebagai Persamaan aljabar linier, karena koefisien
pada masing masing arus bernilai konstan.

Bentuk persamaan aljabar linier dapat dinyatakan dalam persamaan matriks,
berikut:

Ax=b

A adalah matrik sistem, X: variabel sistem dan b: sumber daya yang diberikan
sistem.

Dengan A, | dan b adalah:
30 —-10 -8 I 8
A=|-10 6 —6|, x=1]i|. b=1]4
8 6 18 i3 6

=» Matriks berukuran = 3 baris, 3 kolom Asx

X3x1 , b3xa

Perhatikan matriks A =» bernilai konstan = ciri PAL (persamaan aljabar linier)
Matriks A: matriks sistem

X: variabel keputusan (variabel sistem)
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b: sumber daya (resource) sistem

Pada kasus PAL - tujuan adalah mendapatkan variabel sistem. Bila sistem
dinyatakan dalam gambar sistem elektrik, maka diperlukan informasi nilai 11, 12 dan
I3 pada masing — masing loop. Ini artinya harus dilakukan penyelesaian terhadap
PAL di atas.

Beberapa metode yang telah dipelajari, untuk penyelesaian PAL:

1. Dengan metode Cramer
2. Metode eliminasi Gauss = Gaus Backward, Gauss Forward, Gauss Jordan
3. Metode secara iterasi

1. Metode Cramer
Perhatikan bentuk PAL sistem elektrik:

X — 2,1';1. 4+ X3 = 1

2x14+x2—2x3 =

(%)

X1 4 3x 4+ 4xy = =2,

Secara umum, sebuah matrik A, dapat diketui nilai determinannya dengan
menggunakan operasi berikut ini

djjxy = °*°° + pXg = .'Ei'l
“El"l + a0+ il!zu.[” - hz
iy 101 + =+ + ypnta = Ir;'ru-

Determinan dari matrik A adalah:
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iy iz - dip

a dx» -+ a2
detA = [*1 72 ol

i 2 *rr lpn

Kasus khusus untuk matrik yang berukuran 2 x 2, berikut

i} e
A — |i 11 |_] _

az  dam»
Mempunyai determinan

11 2

det A = = {1822 — dr1a12
)
(] (2
= ddaz — andgz
Iz {azz

Untuk bentuk PAL dengan 2 variabel keputusan X1, dan X2

|'r3|'[

2181 + X E}].

Dapat dilakukan dengan eliminasi: dengan memasukkan x2 dari persamaan 2: X2 =
(b2-a21 X1)/a22 dan masukkan persamaan ini ke baris 1 - maka diperoleh:

(11X + d12X7

(@11an — anap)x) = anby — apb.
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Saat
aparn — anap £ 0,

aby — ayxbs

X = :
(11622 — 2

Ini secara umum dapat dituliskan kembali bahwa:

x1 = (a»nby —apbr)/detA

Dan

Xy = {Huﬂrl"g - -ful'j]fh}l.’rd':t;i,

Perhatikan pembilan pada kedua persamaan X1 dan X2 di atas, dapat dituliskan

Dy | b2
X =— and 1 =
=5 2
| by ap | ay by
D =detA, D = , and I»h = :
ﬂr:rg a2 il f:lg

Persamaan di atas merupakan metode Cramer vyang digunakan untuk
menyelesaikan PAL. Perhatikan D1 dan D2 adalah determinan matrik dengan
menggantikan kolom 1 = D1 dan kolom 2> D2 dengan koefisien dari b

Contoh
3xy+50 =4
2.1['] —4.‘(; = 1.

7 | Mat Rekayasa 1 — Aulia S. Aisjah



1
=

I
T_ad
e

I

|

L

5 b5
D=detA = |, =-22, D= =21, D

-4
xy=D;/D=21/22and x, = D,/ D =5/22.

enyelesaian Cramer

[ T |

Determinan Matrik
Bila ukuran sebuah matrik > 2 x 2, maka, dapat dibantu dengan menggunakan
persamaan berikut;

|y dyz -+ Ay

| M

| €17 d» -+ > .
detA = ! - = E EI|,'(.[J..

. i=1

dnl Ap2 -+ Oan

Dengan C1j merupakan Cofaktor ke 1j. Bentuk persamaan umum untuk
mendapatan Cofaktor adalah:

Ci=(=1)y""M; fori,j=1,2,..., n,

Dengan Mij = Minor ke ij artinya menentukan determinan dengan men delete
baris ke i dan kolom ke j

Contoh

detA =

2 -3
1 4"

Minor ke 11, dan seterusnya adalah: M11-> del baris dan kolom 1, M12 - del
baris 1 dan kolom 2, dst

My =4, Mj; =1, Myy = =3, and My, = 2.
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Perhatikan saat mendapatkan Minor 11, di delete baris 1 dan bkolom 1 - yang
tertinggal pada matriks hanya koefisien 4 saja, dst.

Dan kofaktornya adalah:

Cii=(-D""My =4, Co=(-D'""My=—1, Cy=(-1)7"My =3,
and Cs» :{—l}j'zﬂrf_-_-g =7,

iy az
fz]  d3;

detA = arc C]] = a7, (.1|; = =, Cy = —{i3, and ng = 11

Teorema Laplace
Untuk mendapatkan determinan, dapat digunakan teorema Lapca berikut ini:
H
detA = a1 Gy +a;2Ci2 + - -+ a;,,Ciy, = for',r'c."_r'

j=1
Penyelsaian setiap variabel keputusan:

Dy Dy Dy,
X = —, X: e, X
1 ) 2 ) n D

Penyelesaian untuk kasus sistem elektrik

X1 — 2J|.'1 + X3 = ]
2xi+x—2x3=3

X1+ 30 +4xy = =2,
] =2 | | I
detA =| 2 | —2/=29, detA;=| 3 1 =2| =37
—1 3 4 -2 3 4
1 ] | | 1
detAr,=| 2 3 —2|=1, detAs=| 2 1 3/ =-6
-1 =2 4 -1 3 =2
Sehingga:
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X1 = det Al/det A, dst
x1 =37/29, x> =1/29, and x5 = —6/29.

Latihan Soal
1. Tentukan: Minor dan Cofaktor dari persamaan berikut ini.
13, 2x, — 36 4+ x3 = 4

X+ 2"._ — 2.\'_; =1

35 +x—2x = -2

14. 3.t'| + X7 o 2.1"; =23
2x; —4dxs 4+ 3x; = =3
X1 4 2x2 4+ 4 = 2.

2. Selesaikan bentuk PAL tersebut dengan menggunakan metode Cramer

Eliminasi Gauss

Perhatikan bentul PAL dalam persamaan matriks berikut

Ax=h

Dengan

iy dp a1y

|r1‘1
) a2 cee 2y
A= , and x=| - and b =

Ir}.l n

LTS T U ”.'nrl_

Xy

Ada tiga bentuk PAL yang menyebabkan beberapa kondisi berikut ini
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1 +xz =1 r+x3=1 xp +xz=1

2y, —x, =1 2ry + 2r, =2 x +x, =10
Case (a) Case (b Case (c)
Iz Xz Xz
4 P
] L]
1
é T 1 1 x

Grafik ke 1 menunjukkan PAL mempunyai 1 penyelesaian
Grafik ke 2 menunjukkan PAL mempunyai banyak penyelesaian

Grafik ke 3 menunjukkan PAL tidak mempunyai penyelesaian

Matrik Pengembangan — Augmented
Bentuk matriks pengembangan dinyatakn dalam notasi berikut dan berisi matrik A
dan b yang digabung menjadi Satu

i s dip IrJ|

=l
]

il o Ay bm

Contoh:

l'.']_ T .:l.'l.'z = 2

25 2
—4 3 -30|

Pada bentuk matriks pengembangan, dapat dilakukan eliminasi koefisien yang
bernilai (-4) di eliminir oleh baris ke 1 sehingga akan menghasilkan 0, dengan cara

- matrik pengembangan - [

_-I-.l'| + 3.1'2 = —30.

Baris 2 yang baru = baris 2 lama + 2 x baris 1 lama = R(2)’ = R(2) - 2 R(1)

0 13 -26
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Eliminasi Gauss Backward
Perhatikan contoh berikut:

Xy— =xgt+ xz= 1
—ip+ Ae— xz= 1
lxg + 2515 = W)

iy + 1xg = Hi.

Dengan menggunakan bantuan dari Excel

X1 X2 X3 b

R(1) 1 1 1 0
R(2) 1 1 1 0
R(3) 0 10 25 90
R(4) 20 10 0 80

Kolom 1 mulai baris R(2) sd R(4) (blok warna merah) dijadikan O

X1 X2 X3 b

R(1) 1 1 1 0
R(2) 1 1 0
R(3) 10 25 90
R(4) 10 0 80

Dengan cara menggunakan operasi yang tersedia di Excel
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X2 X3 b

R(1) 1 1 0

R(2) 1 1 o0

R(3) 10 25 90

R(4) 10 0 80

R(1) 1 1 0
R(2)'=R(; =C4+C3
R(3)'=R(3) I

R(4)'=R(4)-20R(1)

Copy equation tersebut untuk kolom yang lain pada baris 2

X1 X2 X3 b

R(1) 1 1 1 0
R(2) 1 1 0
R(3) 10 25 90
R(4) 10 0 80
R(1) 1 1 10
R(2)'=R(2)+R1) | 0O !
R(3)'=R(3)

R(4)'=R(4)-20R(1)

Dengan melakukan operasipada baris lain diperoleh, hasil akhir dari matriks setelah
dilakukan eliminasi adalah sebagai berikut:
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X2

R(1) 1

R(2) 1

R(3) 10

R(4) 10

R(1) 1 1
R(2)'=R(2)+R1) O 0
R(3)'=R(3) 10
R(4)'=R(4)-20R(1) O 30

90
80

0
0
90
80

Perhatikan koefisien pada baris 2 = ini dapat dipindah ke baris terakhir (R4)

R(1) 1 1 1
R2) [ 10 s
R(3) 0 30 20
R(4) 0 0 0

Matriks di atas menunjukkan PAL

I3 — g T Iz = il

Py _
— (10w 2503 = W0

—_—

i

g

— My =

0= 0.

0

90
80

Pada salah satu dari persamaan R(2) atau R(3) untuk variabel X2 perlu dilakukan

eliminasi:
R(1) 1 -1
R(2) 0 10
R(3)'=R(3)-3*R(2) O 0
R(4) 0 0

Pada matriks di atas,
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-95 X3 =-190 > X3 =190/95 =2
10X2+25X2=90> X2=(90-25*2)/10=4
X1-X2+X3=02>X1=4-2=2

Perhatikan bahwa apa yang telah dilakukan pada matriks soal, adalah
mengeliminasi variabel satu denganvariabel yang lain. Dan diperoleh hasil X3 2 X2
- X1. Artinya mendapatkan Xn = Xn-1 - ... 2 X1 (gerakan mundur)

Ini dikatakan sebagai metode eliminasi Gauss Bakward.

Latihan Soal
Kerjakan soal berikut, agar Anda mampu mengaplikasikan metode Gauss Backward

-7 3 =i 5 15
|l 1 -1 2 o o0
13. 10k + 4y = 2= =4
=3w=1Tx4+ v+ 2= 12
w + x+ ¥ = 6
Bw = 3+ loy = 10z = 4
14. | 2 3 1 =11 |
5 =2 5 -4 5
] =1 3 =3 ]
3 4 =7 2 =7

Elominasi Gauss Forward
Perhatikan kembali PAL berikut ini

@y Xy + agpXy + oo+ Ay, = by
dgyXy T agaXs + o0+ dgu¥y = by
11 T ygpaXa b 3 Aye¥n = 'er

Dengan matriks sistem A dan matriks augmented
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A= and A =

fffff

Perhatikan contoh berikut ini

25. =dw + x4+ y = =10
W= dx + = |

W —dv 4+ ;= =7

i+ v=4:= 10

Dengan menggunakan bantuan Excel

W X Y Z b
R(1) 4 1 1 0 -10
R(2) 1 4 1 1 1
R(3) 1 0 -4 1 -7

R4) 0 1 1 -4 10

Metode eliminasi di sini, apabila menggunakan eliminasi Gauss Forward, maka
harus dilakukan pemindahan baris, R(4) € = R(1), dan menjadi:

R1) O 1 1 -4 10
R(2) 1 4 1 1 1

R(3) 1 0 -4 1 -7
R4) -4 1 1 0 -10
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