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Persamaan Bessel

* Lihat bentuk umum persamaan PD Bessel

X7y + Xy’ + (x —y? y 0

\

order v:

* Bahwa x = 0 titik singular. Orde dari
* Beberapa kasus dalam PD Bessel; PD Bessel

—orde nol: v=0

—Orde setengah v=7%

—Orde satu: v=1 Ingat pers. PD Frobenius
Bagaimana Peny. nya?




PD Bessel orde nol .
| watert

 Orde nol X2y”+xy’+x2y:o

e Diasumsikan bahwa
y(x)=>"a,x"", fora, #0, X >0 €= Bentuk

i = extended
* Turunandariy

Y(X) = iaﬂan’ yr(X) = ian (r + n)xr+n—1’
n=0 n=0

Power Series

yII(X) — i an (I" + n)(r +n _1)Xr+n—2
n=0
e Substitusi ke PD

i a (r+n)r+n-1)x""+
n=0




. e p.
Persamaan indicial

i a (r+n)r+n-1)x""+ i a,(r+n)x™"+> a x"? =0

n=0 n=0 n=0

Berdasarkan bentuk deret terakhir

Dituliskan ulang

0[r(r —1) + r]xr - ai[(r +1)r + (r _|_1)]Xr+1

+Z alr+n)r+n-1)+(r+n)]+a, _,}x"" =0

Atau
a,r’x" +a,(r+1°x™ Z{ (r+nYy }x””:O

n=2

Pers. Indicial r2 = 0, dan diperoleh akar-akarr: r;=r, = 0.




Bentuk rekursi / rekurensi

Materi

Perhatikan bentuk terakhir

ar’x" +a (r+1>*x™+> {an(r +n) + an_z}xr+n -0
n=2

Bahwa a, = 0; dan bentuk rekursi

an—z

2 ]

—1=< _ n=23,...
(r+n)

a =-

Sehinggaa, =a;=a;=...= 0, dan karenar=0,

Catatan: untuk semua Note: g, pada r, dituliskan dalam a,(r).
Sehingga a,,,(0)




e Dari bentuk terakhir

-~ a2m—22 ,m=12,...
(2m)

_ a2_ a0 _
__2’3‘4__ 2~ 42m2 A4
2 4 442
dan secara umum
L _(Da,
2 (miy

* sehingga




* Penyelesaian pertama untuk Bessel orde nol m

Y1 (X) = a{LL > (Zi)(n;n I): } x>0

* Deret konvergen untuk semua x, dan dikatakan bahwa fungsi
Bessel dari bentuk pertama orde nol dinyatakan

n=-4 n=-8 n-=-12 n-16 n- 20

e Grafik Jo.

n=2 n=6 n=10 n=14 n=18




Q‘” Penyelesaian kedua: Koefisien Ganijil :

. . . . Materi
Karena pers. Indisial bahwa koefisien kedua dalam

penyelesaian kedua dapat diperoleh dari:

af’1 (r)‘r:O

maka

a, (r)rx" +a, (r)(r +1)°x ”Hi{a (r)(r+n) +an_2(r)}xr+n =0

n=2

sehingga
a,(r)=0 =aj(0)=0
Dan juga

a,.,(0)=0, m=12,...




* Untuk koefisien genap

a2m—2(r)

o (-D"a,
Bn(1) = (r+2m)

, ., m>1
(r+2F(re2mp’

— a2m (r) —

e Dapat ditunjukkan bahwa

a;m(r):_z{ 1 1

a,,, (I) r+2 r+4

dan

a;m(o):_2|:l .




dimana

* ditentukan a, = 1 dan menggunakan bentuk penyelesaian
kedua

Y,(x) = (X)InX+Z(222:;' x*", x>0




2
Bessel Mode ke dua, orde nol

* Dengan menggunakan bentuk y,, bentu penyelesaian kedua
seringkali dinyatakan dalam hubungan linier dari Y,untuk
menggantikan J, dan y,, diketahui bahwa fs Bessel Mode dua

orde nol 5
Yo () ==y, 00+(r—=In2)3,(x)]

* konstanta ¥ adalah Euler-Mascheroni didefinisikan
y =lim(H,_—Inn)=0.5772

N—o0

* Substitusi ke y, untuk mendapatkan Y, diperoleh:

Yo(X)—E|:(7/+In jJ (X)+Z(222+1F)| xzm} X >0




2
QQ Penyelesaian umum PD Bessel orde nc

* Pnyelesaian PD Bessel orde nol

y(X) = C,J (X) +C,Y, (X)

1)m+1 H sz:|

(1)’

* Bahwa J,— 0 saat x — 0 sedangkan Y,mempunyai sifat
singularitas pada x = 0, dan Y, bisa dihilangkan




P
Sifat Fungsi Bessel

Penyelesaian PD Bessel m
y(X) =c,Jv(X) +Cc,YV(X)

Derivatives, Recursions

The derivative of J,(x) with respect to x can be expressed by J,_1(x) or J,4+1(x) by
the formulas

(@ [, = x"J,_1(x)
21) '

— .I —
(b) [x L] = —x" 1.
Furthermore, J,(x) and its derivative satisfy the recurrence relations

2v
. Y + Y = — .
(21 ] {'Lj Jv—l{x} -Iv+1{.x;' X jv[.-l)

(d) J,_1(x) — J,41(x) = 2J0(x).




* Grafik J, dan Y,

* J, Yomempunyai pola yang sama sinx dan cosx untuk x yang
besar bahkan muncul osilasi dari Jydan Y, meluruh menuju 0




JM 2
QQJ Pendekatan Bessel orde nol

» J,dan Y, memp pola sama sin x dan cos x untuk x yang bSaliksmsk

2
xzy”+xy’+(x2 —vz)yzo & y"+)1(y’+[1—\;2jy=0

* Sehingga, untuk x besar didekati dengan
y” + y — O,

yang mempunyai solusi sin x dan cos x. Sehingga,

VA

1/2
2 T 2
Jo(X)=| — | cos| X—— |, asx—> o0 | . s
7 X 4 /Asymptotlc approximation: y = (2/zx) ' cos(x — x/4)

1/2
Y,(X) = 2 sin| x -~ , dS X — o©
° T X 4




M» 2
QQJ Bessel orde setengah

* PD Bessel orde setengah

X°y" + xy’+(x2 —%)y =0

* Diasumsikan penyelesaian benbentuk

y(x)=> a,x"", fora; =0, x>0
n=0

e Substitusikan kembali ke PD semula

e 0]

ian(r +n)r+n-1)x"" + Zan(r +n)x""

=0




| , )
(s

e Disusun kembali

nZ:{(r +n)r+n-1)+(r+ n)—Z

atau

(r —%)aox +[(r+1) ——}aix +Z{r+n ﬂan+an2}x””=0

* Persamaan indisial diperoleh r; =%, r,=-"%, dan beda nya
adalah integer

* Persamaan rekursi

a, ,(r) n=23,...

(1) :_(r+n)2 ~1/4




| 2
QQJ Penyelesaian ke 1 2 y1

Materi
* Untuk r; =7%.

(r?—1/4)a,x’ +[(r +1)° —E} a,x"™ +i{ [(r +n) —ﬂ a + anz}x”” =0

* Krn r; =%, a, =0, dan bentuk koefisien,,a,=a;=a;=...= 0.
untuk koefisien suku genap

a'2 -2 a'2m—2
a, =-— m = — . m=12,...
T @/2+2m)f-1/4  2m(2m+1)




p.
ngsi Bessel Mode/ tipe ke satu orde set€nga

* Penyelesaian pertama untuk g, =1,

Y, (X) = X”{1+ > (Z(mlJ)rl)l sz} x>0

1/2|: (_1) X2m+li|’ X > O

2(2m+1)!

=xY%sinx, x>0

* Fungsi Bessel tipe / mode ke satu orde nol J,,, adalah

Jl,z(x):(%j V. (X) = (ij sinx, x>0

7T X




Lab> /4
< Untokry =3 e

(r —1/4)ax +[(r+1 ——} +Z{[r+n —ﬂan+an2}x””=0

* Krn r,=-7%, a, = sembarang, untuk koef. Genap

a2m—2 - a‘2m—2 m=12

(-1/2+2mf-1/4 2m(2m-1)’

a, g

—— a4 — _




a‘2m—1 a‘2m—1 m = 1 2

» Koeff ganjil

“1/2+2m+1f-1/4  2m(2m+1)’

Aoy =~ (




( m 2m ( 1)m 2m+1
Z (2m)' Z (2m+1)! } x>0

m=0

a,cosx+a,sinx], x>0

e Solusi kedua ini biasanya dituliskan dalam bentuk fs Bessel

2 1/2
Jlm(x):(_j cosx, x>0

7T X

2., ’ ( 2 1)
XY '+xy' +| x——|y=0
dimana a, = (2/n)* dana, =0. 4

 Bentuk umum Bessel orde setengah .
solusi

Y(X) — C1‘]1/2 (X) - C2‘]—1/2 (X)




* Grafik J,,, J,, terlihat sifat J,,, J,, sama dengan J,, Y, untm
besar dan digeser m/4.

2 1/2 2 1/2
Jl,z(x):(] COS X, JW(X)Z[] sin x

T X T X

Jo(X)E£2j cos(x—%j, Yo(x);(zxj sin(x—%} as X — o
7T




W Posesselorde oty
gy PD Bessel orde satu

Materi

e PD Bessel orde satu , ,
X y”+>QI’+(x —1)y:0

* Penyelesaian dalam bentuk

y(x)=> a,x"™", untuk a, =0, x>0
n=0
e Substitusi ke PD semula

e 0]

ian(r +n)r+n-1)x""+> a (r+n)x""
n=0 n=0

Qo0 o0

+ Zanxr+n+2 . ZanXHn _ O




p.
Persamaan rekursi

* Diperoleh dari persamaan indisial

o0

i[(r en)r+n-1)+(r+n)-1ax™" +>ax""2 =0
n=0

n=0

atau

(r? —1)a,x" + [(r +1)° —1]a1xIr+1 + i {[(r +n)’ —1]an + an_z}xr+n =0

* Akarr,=1,r,=-1, dan selisih adalah integer

* Pers. rekursi

a,,(")
: , N=2,3,...
(r+n) -1

a‘n(r) - =




(r2 —1)510xr + [(r +1)° —1] a, X" +i{[ r+n) —1] a + an_z}xr+n =0
n=2

* r,=1, a,=0,disini,a, =a; =a: = ... = 0. untuk koefisien
genap

a2m—2
a = — =
T (@1+2m) -1

L (D"a,
2m T A2m ’
2" (m+1)!Im!

m=12,...




p.
Bessel mode / tipe satu orde satu
* Penyelesaian ke satu m

- (_1)m 2m
X)=a.Xx|1 X, x>0
(X) =2 {+m122”‘(m+1)!m! } -

* disini a, =%, fungsi Bessel mode / tipe ke satu orde satu J,

mZ::‘) 2°"(m+1)!Im!
* Deret konvergen untuk semua x dan J, analitik di semua titik

J;(X) =g{ > 0l sz}, x>0




p.
Penvelesaian kedua

* Untuk r, =-1, bentuk solusi m
y,(X)=aJd,(X)Inx+ x1{1+ chxzn}, X>0
n=1

* Koefisien c, ditentukan dari substitusi ke PD semua, dan
dapatkan terlebih dahulu persamaan rekursi

(_]Zm(Hm_'_Hm—l)XZn | x>0
—~ 2"'m!(m-1)!

Y, (X) ==J3,(X) Inx+ xl{l_

dimana H,.

* J;,—> 0saatx — 0 dan analitik di x = 0, sedangkan y, terbatas
pada x =0 yang sama dengan 1/x.




Q‘” Fungsi Bessel mode / tipe kedua orde satu 5
Bentuk ke dua fungsi Bessel m

V(0= 2[-y,(0+(r-1n2)3,(x)], x>0

dimana y ikonstanta Euler-Mascheroni.
Bentuk umum penyelesaian PD Bessel’s orde satu

y(x) =¢,J;(X) +¢,Y;(x), x>0
Bahwa J;, Y; memp sifat yang sama saatx= 0

Yy A

Jiand y,. ]

@15




Untuk v = non integer (real)

J(x) = x" E

2 T +m + 1)

(_ 1 )mxﬂ.m

v(x) = cpJ (x) + cof_ (x

m Zm

- (—1)"

J_(x)=x""
,_.,,E.;, 22"V Tm — v + 1)

Untuk akar v = n integer

(_ 1 J m, 2m

) = x" S J—pn(x) = (—1)" Jp(x)

0 22?H+H I‘ (” + m)!

m=

I 1—Mn
- -1) m_2n

J_n.{ft) = 2 12”3—11

m=n <

r:'+s s+n
I} 2 T

>

m'(m—n) =525 (n + 5)!s!




BEBERAPA SIFAT FS BESSEL




Sifat ke 1

n 1(X) + ‘Jn+1(x) — @‘] (X)

Bentuk diferensiasi dari Jn(x)

2 gxt) = £t He A — 31 gor

N=—o0

Sifat ke 2

‘Jn—l(x) o ‘Jn+1(X) = 2‘Jr,1 (X)

Kasus khusus

35(x) =—3,(x).



Sifat ke 3

3,00 =23,00+3;(9

Sifat ke 4

d

—(x"J (X)) |[=x"J_ . (X).

dX[ n( )] n—1( )
Sifat ke 5

n ,

Jn+1(x):;‘]n(x)_‘]n(x)'

Sifat ke 6

% [X_n‘] n (X)] — _X_n‘J n+1(X)'



Verifikasi sifat berikut ini

3200+ 3,200 =213, (0,

‘Jn—l(x) o ‘Jn+1(x) — 2‘Jr’1 (X)

Bentuk PD Bessel

Xy '+xy'+[x* —n®ly =0



NRP Ganjil

NRP Genap

Pilih 2 dari 5 soal pada masing-masing kelompok soa
berikut

LV, Y Y

6. x2y" + L (x + %;n =0 (y = uVx, VX = 2)

7. x2y" + n' +3(x2— 1Dy =0 (x = 22)

8. (2x + D3y" + 21:1-1 + 1yv' + 16x(x + 1)y = 0
(Z2x + 1 = 2)

9. xv" + 2v + 1w +xy =0 (v = x Yu)

10. x%v" + (1 — 2vxy’ + """ + 1 — vy =0
(v = x"u.x" = )

549" + 49" +y=0 (Vx =2

6. xy" +y' +36y=0 (12Vx = z)

7. v" + k%x%y =0 (v =uVx.3kx? =z

8. v + kz,rd_r =0 (yv=wu vV, dkxd = z

9. xy" — 5y +xy =0 (y=x"u)




Tugas dikumpulkan pada saat H + 1 EAS

Dikumpulkan di myclassroom
Pada H+1 EAS — jam 24.00 WIB




