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9.2.1 Struktur dan Ketebalan Lapisan Batas pada Sg,
Uah

Pelat Datar
anyak ragam ukuran sebuah lapisan batas dan struktur dyy
an dari variasi ini discbabkan oleh bentuk i-:ahrh
but terbentuk. Dalam subbab ini Kita akan m nm!a i
ang paling sederhana, yaitu situasi di mana lapisan batas ‘C:htnm
r dengan panjang tak terhingga yang di sepanj ntuk
mengalir suatu fluida viskos, tak mampu-mampat seperti yang dim:"nfn)z
dalam Gambar 9.7. Jika permukaannya melengkung (misalnya sebuah sjlllz s
bundar atau airfoil), struktur lapisan batas akan Iebih rumit. Aliran scfuiidnlil:r

]

dibahas dalam Subbab 9.2.6.
Jika bilangan Reynolds cukup besar, hanya fluida di dalam lapisan by
merasakan efek dari pelat. Artinya, kccu[:::

relatif tipis pada pelat yang akan
liran pada dasarnya akan sebesar V = Ui

di dacrah dekat pelat, kecepatan a
yaitu kecepatan hulu. Untuk pelat datar dengan panjang tak terhingga yan
8

membentang dari x=0 sampai x = o0 tidaklah jelas bagaiman:
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bilangan Reynolds karena tidak ada panjang karakteristik. Pelat tidak n::::ﬁn
ketebalan dan panjangnya tidak terbatas! =
Untuk pelat dengan panjang tertentu jelas bahwa panj
_ ' s _ . jelas bahwa panjang pelat £,
digunakan sebagai panjang karakteristik. Untuk pelat dcnganp;anjan:aﬁ

Terdapat b
di dalamnya. Scbagi
mana lapisan batas tersc
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terhingga, kita men
dcpan._scbagni Panjang karakieristik d
sebagai Re, = Uy . Jadi, untuk flyj
Reynolds akan cukup bes

Egunakan x, jarak koordinat sepanjang pelat dari ujung
an mendefinisikan bilangan Reynolds
da atau kecepatan hulu apapun, bilangan

% ar untuk aliran tipe lapisan batas (vaij {
9.5¢). ik ; . san batas (yaitu Gambar
) jika pelat cukup Panjang. Secara fisik, hal ini berarti bahwa situasi

ﬂ::;?l" '}":rllnvg diilllSlmsik'un dalam Gambar 9.5¢ dapat dianggap terjadi pada
pelat yang sama, tetapi harys dipandang dengan melihat pada bagian yang

lebih panjang dari pelat dengar jauhi
i an : - j o e
Gambar 9.5a, 9.5b dan 9_5;: menjauhi pelat untuk melihat aliran dalam

Jika pelat cukup panjang,

- bilangan Reynolds Re = U /v
besar sehingga aliran tersehu & ynolds Re V juga cukup

; o menyerupai karakteristik lapisan batasnya
(kecuali sangat dekat dengan ujung depan). Perincian dari medan aliran di

flckal ujung depan hilang dari pengamatan kita, karena kita berdiri sangat
J‘aflh dari pelat sehingga kita tidak dapat membuat perincian ini. Untuk skala
ini (Gambar 9.5¢) pelat mempunyai efek yang dapat diabaikan pada fluida
di depan Pclfll: Keberadaan pelat dirasakan hanya di dalam lapisan batas
yang relatif tipis dan di dacrah olakan. Seperti yang dijelaskan sebelumnya,
Erandtipac tahun 1940 adalah orang yang pertama kalinya menghipotesiskan
konsep seperti itu. Hal ini' menjadi salah satu titik balik yang besar dalam
analisis mekanika fluida.
Suatu pemahaman yang lebih baik dari struktur aliran lapisan batas
dapat diperoleh dengan meninjau apa yang terjadi pada sebuah partikel fluida
yang mengalir ke dalam lapisan batas. Seperti ditunjukkan dalam Gambar
9.7, sebuah partikel segiempat kecil mempertahankan bentuk aslinya ketika
mengalir di dalam aliran seragam di luar lapisan batas. Ketika partikel itu
memasuki lapisan batas, partikel tersebut mulai terdistorsi karena gradien
kecepatan di dalam lapisan batas—bagian atas partikel mempunyai kecepatan
yang lebih besar daripada bagian bawahnya. Partikel fluida tidak berotasi
ketika mengalir sepanjang bagian luar lapisan batas, namun akan mulai
berotasi ketika melewati batas semu permukaan lapisan batas dan mulai
memasuki kawasan aliran viskos. Aliran tersebut dikatakan tak berotasi
(irotasional) di luar lapisan batas dan berotasi (rotasional) di dalam lapisan
batas. (Dalam terminologi kinematika' partikel fluida yang dibahas dalam
Subbab 6.1, aliran di luar lapisan batas memiliki vortisitas nol, dan aliran
di dalam lapisan batas mempunyai vortisitas tidak nol.) T
Pada suatu jarak di hilir dari ujung depan, aliran lapisan b-atas menjadi
turbulen dan partikel fluida menjadi sangat terdistorsi l.ca.rena sn.fat acak dan
tak beraturannya turbulensi. Salah satu sifat yang _mcncmkan ahran-turbulcn
adalah terjadinya percampuran tak beraturar-l dari Rarsel-p?rsel ﬂu':da yang
ukurannya berkisar mulai dari partikel-partikel ﬂyzda pal.lng kecil sampai
yang seukuran dengan benda yang dibahas. Untuk al:ra_n ]armnar. pemafnptlra.ri
terjadi hanya pada skala molekuler. Skala molcku'ler ini besarnya lcbl.h .k:;c:.
daripada ukuran yang khas untuk percampuran Qllm‘n turbulen. Transxsll:{ ari
aliran laminar ke turbulen terjadi pada nilai kritis bilangan Reynolds, tiim,
sekitar 2 x 10° sampai 3 X 10%, tergantung p_ada kcka'saran pcnlnukasanbbgg
besarnya turbulensi pada aliran hulu, seperti yang dibahas dalam Su
9.2'4:l"u'uan dari lapisan batas pada pelat adalah untu [
bf::mbal;l kecepatannya dari nilai U di hulu menjadi nol pada pelal.u.lid:‘ (\:y-;
Opaday=0danV=Ui paday= & , dengan profil kecepatan, u = ulx,

k memungkinkan fluida
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n GAMBAR 9.8 Ke
standar, () ketebalan pe

apisan batas. Dalam kcnya_taannya (bai :
: = t “tepian” yang tajam dar; lapig,. 4
iy sika, tidak u:l'dﬂl“‘l . : e an
mal.cmnuk d“nuﬁ]:;lik“ kita semakin jauh dari pelat; .udaklah tepay bc,:h!'
Artinya u —.->- 5. Kita mendefinisikan ketebalan lap{.?an batas, B r|f
= Uk 52;111 ; I';; di' mana kecepatan fluida telah mencapai suatu i semp Qi
Jf::g [;ncl:llll dibandingkan kecepatan hulunya. Biasanya, seb“gaimam ﬁ.g
)!

tunjukkan dalam Gambar 9.8a ditetapkan )
&% =y di mana u = 099 U

sepanjang ketebalan 1

. hilangkan ketidakpastian da-la.m pcn.cpumn terseby,
is,imgzél::;arg;g. meniapa tidak 98%7?), deﬁmsljdeﬁmsu berikut diperkgn:]_
kan. Ditunjukkan dalam Gambar 9.8b dua profil}.s:cc'patan untuk alirg, iny
melewati sebuah pelat datar—yang _satu adalah _||l:a tidak tcrdap'at visk i
(sebuah profil seragam) dan yang latnqya adalah jika terdapat Viskositag Iy
tidak ada slip pada dinding (profil lapisan bata.s). I-<arena b'crkurangn)-‘.1 ke.
cepatan sebesar U—u di dalam lapisan batas, li-l‘]l.l allr'a.n me!lmasi b-b kury,
dari yang melintasi bagian a-a. Namun demikian, jika kita Memindah,,
pelat pada bagian a-a dengan besar yang tepat '6*, yang disebut sebagg
ketebalan perpindahan lapisan batas, laju aliran di setiap bagian akgp samy
Hal ini akan berlaku jika

d*bU = J“(U - wb dy
0

di mana b adalah lebar pelat. Jadi,

Bty . (' g %)"3’ 03

Ketebalan perpindahan ini menyatakan besarnya ketebalan dari bends
yang harus ditingkatkan sehingga aliran inviscid seragam semu memiliki
:sifat laju aliran massa yang sama seperti aliran viskos aktual. Ketebalan ini
Juga menyatakan perpindahan ke arah luar dari garis-garis arus yang d-
s‘ebabkan oleh efek viskos pada pelat. Gagasan ini memungkinkan kita men-
simulasikan kehadiran: darj lapisan batas pada aliran di luar lapisan bats
dengan Menambahkan ketebalan perpindahan pada dinding aktual dan men-
perlakukan aliran dj agas benda yang bertamban, tebal tersebut sebagai sebush

aliran inviscid, Konsep ketebalan i e oo s
Contoh 9.3 . perpindahan tersebut diilustrasikan p
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Udara yang mengalir ke dalam sebuah saluran

ft dengan kecepatan sera
Seragam sebe;
batas pada dinding sepery; Rerd L

dalam daerah iny; (di luar
inviscid. Dari perhitung
ketebalan perpindahan

duct bujur sangkar bersisi 2-

: membentuk sebuah lapisan
Yang ditunjukkan dalam Gambar C9.3, Fluida di

apisan batas) mengalir seakan-akan fluida tersebut

an .lingkat lanjut, ditentukan bahwa untuk aliran inj
lapisan batas diberikan olch

8% = 0,0070(x)!2

am satuan feet. Tentu
ap1 di luar lapisan b

(1

di mana &* dan x dal kan kecepatan U = U(x) dari udara

di dalam saluran tet

atas.
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——— . ‘-‘ e ey S SR T
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Jika Kita mengasumsikan aliran t

ak mampu-mampat (asumsi yang cukup
beralasan karena rendahnya kecepatan), maka laju aliran volume melintasi

penampang manapun dari saluran duct sama dengan laju aliran pada bagian
masuk (Q1 = Q,). Artinya,

U = 10105 @ 102 = 40 16 = [ u an
_ (2)
Menurut definisi dari ketebalan perpindahan, &', laju aliran melintasi bagian
(2) sama dengan laju aliran dari sebuah aliran seragam deng
yang melewati saluran duct
sebesar 8*. Artinya,

an kecepatan U
yang dindingnya telah dipindahkan ke arah dalam

40 ft/s = _[ u dA = U2 ft - 26%) (2)

(2)
Dengan menggabungkan Persamaan 1 dan 2 kita mendapatkan
40 ft/s = 4U(1 - 0,0070x'2)?
atau

. 10
© (1= 0,0070x"%)?

ft/s (Jawaban)

ikan bahwa U meningkat pada arah semakin ke hilir. Sebagal
conto?ri(}azklaln.fv ft/s pada x = 100 ft. Efek viskos yang me’nyebabsz;crll.tl"ltgss
tetap melekat pada dinding saluran (.luc.t mengurangi ukuran cned;'lbkan
saluran duct, sehingga (berdasarkan prinsip kekekalan n}ass?);nc u},'ml;k ]
fluida mengalami percepatan. Penurunan tekanan yang diperlukan

lakukan hal ini dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan Bernoulli
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(Persamann 3.7) sepanjang F,uis.pam_:mu inviscid dari hagisn (I
llnF;l kembali bahwa persamaan inl tidak berlaku Untuk alir, 'l

: | ersamaan ini berlaku y v Y
dalam lapican batas. Namun, per ntuk aliey, iy 4
luar lapisan batas.) Jadi, o

Pt !l’”'; =p4 .!f‘“:

\ N 2 ,
Schingga, dengan p = 2.8 x 107 sluge/ft” dan Py =0 kita Peroly

p=3pW; - U

3

10°

| Y dugynty [ (10 sy’ - — y )
B 2.{2‘3}% x 107 slug ) [( (- U.ml?‘)‘x'f’)i "71’:

alau |

Scbagai contoh, p = -0,0401 Ib/f* pada x = 100 fi.

Jika diinginkan untuk mempertahankan kecepatan yang tetap sepapi
garis sumbu dari dacrah masuk saluran duct, dinding dapa dipind“hhnlzg
arah luar scjauh ketebalan perpindahan lapisan batas, §'.

.

Scbuah definisi lain dari ketebalan lapisan batas yaity ketebalan w,
mentum lapisan batas, ©, sering digunakan ketika menentukan drag
sebuah benda. Lagi-lagi karena berkurangnya kecepatan U-u dj dalam I;pgw,
batas, fluks momentum melintasi bagian b-b di dalam Gambar 9.8 kyrys
dari yang melintasi bagian a-a. Kekurangan fluks momentum dari aliryg
lapisan batas aktual diberikan oleh

J pu(U - u) dA = pb j-u(U - u)dy
0

Ketebalan momen-

tum lapisan baras yang menurut definisi adalah fluks momentum di sebuah lapisan yang

didcfenisikan dalam  berkecepatan seragam dan tebalnya ©. Artinya,
STuks momentum,

pbU O = pb _L w(U - u) dy

atau

S =J' -3(1 - I'}‘-) dy (04
0

Ketiga definisi ketebalan lapisan batas, &, & dan 6, digunakan dalam analisis
lapisan batas,

‘ Konsep lapisan batas didasarkan pada kenyataan bahwa lapisan hap*
ini tipis. Pada aliran pelat datar hal ini berarti bahwa pada suatu lokasi £
sepanjang pelat, § << x. Sama halnya, & << x dan 0 << x . Sekali lagi, B!
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ini benar jika Kita tidak berada terlalu dekat dengan ujung depan pelat (yaitu
tidak lebih dekat dari Re, = Ux/v = 1000).

_ Struktur dan sifat dari aliran lapisan batas tergantung pada apakah
alirannya laminar atau turbulen, Seperti yang diilustrasikan pada Gambar 9.9
dan dibahas dalam Subbab 9.2.2 sampai 9.2.5, ketebalan lapisan batas dan

tegangan geser dinding kedua-duanya berbeda-beda dalam dua rezim aliran
ini.

9.2.2 Penyelesaian Lapisan Batas Prandtl/Blasius

Secara teori, perincian dari aliran viskos tak mampu-mampat yang melewati
Schll_ah benda dapat diperoleh dengan menyelesaikan persamaan pengatur
N'awer—‘Stokcs yang dibahas dalam Subbab 6.8.2. Untuk aliran laminar dua-
dimensi, tunak dengan efek gravitasi yang dapat diabaikan, persamaan-

Eer:s:maan ini (Persamaan 6.127a, b, dan ¢) menjadi lebih sederhana sebagai
erikut:

M ) u . du
l!-g; + 05}: = —Ba + 1‘[? + ? 9.5)

I
I
|
|
+

D + vf)—v o {a% a’*u) (9.6)

it 0P astiscle Ptitn \ P

)tang mengekspresikan hukum kedua Newton. Sebagai tambahan, persamaan
kekekalan massa, Persamaan 6.31 untuk aliran tak mampu-mampat adalah
du
ox dy
Kondisi batas yang tepat adalah bilamana kecepatan fluida yang jauh dari
benda sama dengap kecepatan hulu dan fluida melekat pada permukaan
benda padat. Meskipun persoalan matematikanya bisa ditunjukkan dengan

é

=0 9.7)

X

1
|
1
I
Laminar ! Turbulen
AR
I
I
I

X

mGAMBAR 9.9 Karakteristik yang khas dari ketebalan lapisan batas dan
tegangan geser dinding untuk lapisan batas laminar dan turbulen.
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Persamaan Navier-

Stokes dapat dise-
derhanakan untuk
analisis aliran
lapisan baras.

hail. tidak ada scorangpun yang telah memperoleh —
dari persamaan-persamaan ini llllllllk aliran melewati beng, I\‘"\‘*‘-i;-. "
Saat ini banyak usaha sedang l|l|:ll.lilk:\l\ untuk mendapatk g, Mg
pumenk dari persamaan pengatur ini untuk berbapai §Comer; yer.
Dengan menggunakan konsep lapisan batas yang tlijt".‘l‘l-\“ lipy, |
"f‘l\t‘hl'l'm:'.‘n‘- Prandtl telah dapat melakukan [wlkif.l;ln.l\‘li? -!1.‘.}
(berlaku untuk aliran dengan bilangan Revnolds yang I\N:"'h Ny,
karenanva dapat menyederhanakan persamaan-persamayy, v day
tahun l"m!i. H. Blasius (1883-1970), salah satu murig Prangy) ;
memecahkan persamaan-persamaan yang disederhanakgy, ini ;:'
lapisan batas yang melewati selurah pclqt d.:'\lar sejajar dengan alirgy 1. T
singkat dan teknik ini dan hasilnya dl%ﬂjlk.’ln di bawah i, b an .
tambahan vang lebih terperinci dapat dijumpai pada literayy, ‘Rcmh&;q ‘
Karena lapisan batas itu tipis, diperkirakan bahwa kuml‘nncnc{ !
yang tegak lurus terhadap pelat jauh lebih kecil daripada yang sejy tcffi'e
pelat dan laju perubahan dari parameter apapun melintasi lapis an‘lj:r deny,
jauh lebih besar daripada perubahan sepanjang arah aliran, Attiny :aa hary
d

v < wu dan -ﬁc-:_

adx oy

nf,]\ {

Secara fisik. aliran pada dasarnya sejajar terhadap pelat dap sifat
apapun dikonveksikan ke hilir jauh lebih cepat daripada yang h:gfh
melintasi garis-garis arus. Fifyy
Dengan asumsi-asumsi ini, dapat ditunjukkan bahwa Persamaay
samaan pengatur (Persamaan 9.5, 9.6, dan 9.7) dapat diringkas mcrm
persamaan lapisan batas berikut L

2 Jv 50

Fe nce gy e (03
“@. + @ = v?jf_{

o a}, = 65*2 (9.9

Meskipun baik persamaan-persamaan lapisan batas maupun persamas
persamaan Navier-Stokes yang asli adalah persamaan-persamaan diferensid
parsial non-linier, terdapat perbedaan yang sangat besar antara keduany
Salah satunya, persamaan momentum y telah dieliminasi, schingga hasy:
menyisakan persamaan Kontinuitas asli yang tidak berubah dan persamax
momentum x yang telah dimodifikasi. Salah satu variabel, tekanan, tl!
dieliminasi, dan menyisakan hanya komponen x dan y dari kecepatan sebap2
besaran yang tidak diketahui. Untuk aliran lapisan batas di atas permukax
pelat, tekanan konstan di seluruh fluida. Aliran menyatakan suaty k¢
setimbangan antara efek-efek viskos dan inersia, tanpa adanya peranan &
tekanan.

Kondisi batas untuk persamaan lapisan batas pengatur adalah bilama®
fluida melekat pada pelat

A0
u= v=0 terhadap y =0 ol

! ; ; b = iy
dan di luar lapisan batas aliran seragam seperti aliran hulu u = U- A



Persamaan lapisan
batas dapar

didiskan dalam
variabel keserupaan.

9.2 Karakteristik Lapisan Batas m 131

= U schingga Yy = e (9.11)

ara asimtotjk dengan
atan aliran berbedy |

Secara matematikg kecepat; i i

. a, Palan hulu didekatj sec
penambahan jarak dar pelat. Secarg fisika, kecep
kecepatan hulu pada Jarak § dari pelat.

Dalam terminologi Matematika, persam

9.5 dan 9.6) d'an- Persamaan kontinujtas (Persamaan 9.7) adalah persamaan-
persamaan eliptik, sementarg Persamaan-persamaan aliran Iapiqalr‘a b‘a‘tas
(Persamaan 9.8 dan 9.9) adalah Persamaan parabolik, Sifat dari pcl;yclcvliar}
kedua kuxqp}llu'n Persamaan ini, oleh karenanya, berbeda, Secara }i.eik
I.;enya_taan i diterjemahkan pada gagasan bahwa apa yang terjadi dj l;ili;
pada _la::ak'tc.nentu di dalam lapisan batas tidak dapat mempengaruhi apa
yang terjadi di hulu dari tjijk tersebut. Artinya, apakah pelat yang ditunjukkan
pada Gambar 9.5¢ berakhir pada panjang ( atau lebih Panjang sampai 2/

aliran di dalam segmen Yang pertama sepanjang ¢ akan tetap sama. Sebagai
tambahan, keberadaan pelat tidak

‘ memberikan pengaruh apapun pada aliran
di depan pelat,

% dari

aan Navier-Stokes (Persamaan

Secara umum, penyelesaian dari persamaan-persamaan diferensial parsial

nonlinear (seperti persamaan lapisan batas, Persamaan 9.8 dan 9.9) sangat

sulit untuk diperoleh. Namun, dengan menerapkan transformas; koordinat

. _ -variabel, Blasius meringkas persamaan
diferensial parsial menjadi persamaan diferensial biasa yang dapat dipecah-

kannya. Gambaran singkat mengenai proses tersebut diberikan di bawah ini.

Perincian tambahan dapat dijumpai pada buku-buku standar yang membahas
aliran lapisan batas. (Ref.1,2).

Dapat ditunjukkan bahwa dalam bentuk t

lapisan batas pada sebuah pelat datar harus
lokasi di sepanjang pelat. Artinya,

Lokabaf X

TRAL
di mana g(y/8 ) adalah fungsi tak diketahui yang akan ditentukan. Sebagai
tambahan, dengan menerapkan analisis orde besaran (order of magnitude
analysis) dari gaya-gaya yang bekerja pada fluida di dalam lapisan batas,

dapat ditunjukkan bahwa ketebalan lapisan batas tumbuh menurut akar kuadrat
dari x dan berbanding terbalik terhadap akar kuadrat dari U. Artinya

172
Vx
e (*u“)

i ii 1 suatu kesetimbangan antara gaya-gaya
Kesimpulan seperti itu berasal dari suatu : :
viskos F()*!an inersia di dalam lapisan batas dan darltken)falaan bahwa l\'cccpalan
bervariasi jauh lebih cepat dalam arah melintasi lapisan batas daripada se-
jang lapisan tersebut. . Al
e Ja%li kl;la berkenalan dengan variabel keserupaan tak berdimensi 7 5
(U/v x)"2y dan fungsi arus y = (v xU)'"2 f(n), di n;ar;aéf;{)(l}]]) adT(;:El;L:)r;g;s[:
i i ; i i Subbab 6. ahwa k
ang tak diketahui. Ingat kembali dari S!J :
ichpalan untuk aliran dua-dimensi diberikan dala'm bc.en'tuk fl:lnf.Sl arus
sebagai u = d ywa y dan v = -dy/dx, yang untuk aliran ini menjadi

u=Uf" () (%)

ak berdimensi profil kecepatan
serupa tanpa tergantung dari
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Ketebalan lapisan
batas pelat datar
laminar meningkat
menurut akar
kuadrar dari
Jjaraknya terhadap
wjung depan.

»n \Mclewal Pem

1a Terendam

dan 1 12
v = [‘ ] mf -
() = d/idn. Kia mensubstitusikan Persamgay, 912 l
dengan notast { atur, Persamaan V.8 dan 9.9, untuk ";un 9

ann peng

+ dalam sersam
1% t|‘l| | mnlnh

(setelah beberapd pet

linier:

an) persamaan diferensial biagy orde lc“m"’-:ﬁ

Rap

o 4 ff" =0

9 {
iberikan dalam Persamaan 9.10 dan 9, o) 1

Kondisi batas yang d

ll,
. lll 1}
.“C"agm

' = 0 dan f* = | schingg;
f:f =0pada n 0 dan f ngga N> l!)_“hi

aan diferensial parsial yang asli dan kondisi batas telah gy

ecrsam ot ' . in
I lcenjadi persamaan diferensial biasa dengan menggunakan variahe| kf*cmgh‘
n b T « g

1. Kedua variabel independen, x dan y, dikombinasikan menjgi , - 1|
keserupaan dengan bentuk yang mcm)gkas persamaan t}lfcrcnsinl Parsiy
(dan kondisi batas) menjadi persamaan diferensial blas.n,.]c.ms penyederh, \
ini tidak selalu mungkin. Sebagai contoh, metode ini tidak dapat berlf,
pada persamaan Navier-Stokes yang lengkap, walaupun metoge ini by,
berlaku pada persamaan lapisan batas (P-crsaman_n. 9.8 dan 9.9)
Meskipun tidak diketahui pcnyclcsa.l.an analt.lls untuk Persam
persamaan tersebut lebih mudah untuk _dnnlcgrasnkan menggunak
komputer. Profil lapisan batas la-k berdimensi, wU = f'(n), yang diperolh
dari penyelesaian numerik dari Persamaan 9.14 (yang discbut sebagyi
penyelesaian Blasius), disketsa dalam Gambar 9.10a dan ditabulasj dalam
Tabel 9.1. Pada lokasi x yang berbeda profil kecepatan adalah serupa sehinggy
hanya ada satu kurva yang diperlukan untuk menggambarkan kecepatan pady
titik manapun di dalam lapisan batas. Karena variabel keserupaan n mengap.
dung x dan y, terlihat dari Gambar 9.105 bahwa profil kecepatan akuy
adalah fungsi dari x dan y. Profil pada lokasi x, adalah sama seperti pada x,
kecuali bahwa koordinat y diregangkan dengan sebuah faktor (xy/x,)"%
Dari penyelesaian ditemukan bahwa w/U = 0,99 apabila 1 = 5,0, Jud,

aan 9,

=52 9.15
2 5\/; (019
atau

615

x yRe,

di mana Re, = Ux/v . Juga dapat ditunjukkan bahwa ketebalan perpindzher
dan ketebalan momentum diberikan oleh

or_ 1721 9.16)
X yRe,
dan
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| |
5 : i »
’ E‘;— = 0,99 pada n= A
4 | |
| !
RE |
= | |
S =: |
2 - . =~ AL IR N £
| _
, !
5 | f
0 0,2 04 0.6 0,8 1,0
(n) = L
(a) (b)

EGAMBAR 9.10 Profil lapisan batas Blasius: (a) profil batas dalam
bentuk tak berdimensi dengan menggunakan variabel keserupaan 1, (b) profil
lapisan batas yang serupa pada lokasi yang berbeda sepanjang pelat datar.

m TABEL 9.1 Aliran Laminar Sepanjang Pelat Datar (Penyelesaian Blasius)

n= y(Ulvx)"? S = ulU n F¢)
0 0 3,6 0,9233
0,4 0,1328 4,0 0,9555
0,8 0,2647 4.4 0,9759
1:2 0,3938 4,8 0,9878
1,6 0,5168 50 0,9916
2,0 0,6298 5.2 0,9943
2,4 0,7290 5,6 0,9975
2,8 0,8115 6,0 0,9990
3,2 0,8761 oo 1,0000
O _ 0,664 il Sot
x ‘\IIRex ( . )

Seperti yang dipostulasikan, lapisan batas tipis jika Re_ besar (artinya &x — 0
jika Re, — eo).

Dengan diketahuinya profil kecepatan, merupakan masalah yang mudah
untuk menentukan tegangan geser dinding, 7, = t (w/dy); ., di mana gradien
kecepatan dievaluasi pada pelat. Nilai dari dw/dy pada y = 0 dapat diperoleh
dari penyelesaian Blasius yang memberikan

T, = 0.33203’2\@ (9.18)
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Metode momentum-
integral memberikan
teknik pendekatan
untuk menganalisis
aliran lapisan batas.

Drag pelat datar ber-
hubungan langsung
dengan tegangan
geser dinding.

Perhatikan bahwa tegangan geser menurun dengan "‘('“ingk
peningkatan ketebalan dari lapisan batas—pradien kt‘k‘cp-,h:'n3'-1 '

= \ mJyx [ e T L - O
menurun dengan meningkatnya .x. Juga . bervarigg; sehy Pady ,

vy 4R

s aaddn alin ina laminar v dRaj g, N,

cebesar U seperti pada .1I|m|1\ pipa laminar yang h”kt‘mhnnp I\'U R ‘ ;
ini dibahas pada Subbab 9.2.3. Muh, v, '
.’11

9.2.3 Persamaan Lapisan Batas l\‘lmnmlum.]mu.
Pelat Datar fry

Salah satu aspek penting dari teori lapisan batas adala), Penent
yang disebabkan oleh tegangan geser pada sebuah bendy, Se _“-’fn darj
dalam subbab sebelumnya, hasil-hasil tersebut dapy diper >|angd’h&;}
persamaan diferensial pengatur untuk aliran lapisan by Ole %
solusi-solusi ini sangat sulit diperoleh, maka sangat diinginkyn - Kare,
dapatkan metode pendekatan alternatif. Metode "‘“'"cmu,,{_? unt kmc-a
dibahas dalam subbab ini memberikan alternatif yang dinmk“:]:fgm Yo
Kita meninjau aliran scragam yang melewati sebuah pap..

volume atur yang tetap seperti yang ditunjukkan dalam Gamba,m datyr &

I IlnhJl

S laming, el

dengan tcori dan cksperimen tingkat lanjut, kita mcnga-"umgik;l"““ai
tekanan adalah konstan di seluruh medan aliran, Aliran - N bahy,

volume atur pada ujung depan dari pelat [bagian (1)) nda]ahmcmasuh
sementara kecepatan dari aliran yang keluar dari volume gy, [bas(':ragu
bervariasi, dari kecepatan hulu pada tepian lapisan batas sampai kglan Q)
nol pada pelat. tCepatyy
Fluida yang bersebelahan dengan pelat membentuk bagian bawap ¢,
permukaan atur. Permukaan atas berimpit dengan garis arys tepat i dar
tepian lapisan batas pada bagian (2). Permukaan tersebut tidak perlu 1( oy
kenyataannya, memang tidak) berimpit dengan tepian lapisan batas kefad"
pada bagian (2). Jika kita menerapkan persamaan komponen mommm;ah
(Persamaan 5.22) pada aliran tunak dari fluida di dalam volume Pcng;ux
ini, kita peroleh of

Yr =p| uV-ndA+ p| uV-ndA
o Jm 2)
di mana untuk sebuah pelat dengan lebar b

2F, = O -j

T,dA = -b _[ T, dx (9.19)
pelat

pelat

dan 7 adalah drag yang diberikan oleh pelat kepada fluida. Perhatikan bahwa
gaya netto yang disebabkan oleh distribusi tekanan seragam tidak ber-
kontribusi pada aliran ini. Karena pelat adalah padat dan permukaan atss

dari volume atur adalah sebuah garis arus, tidak terdapat aliran yang melalui
daerah ini. Jadi,

R p_[nU(-U)dA + pjmusz

atau

9 & ) 0
7 = pUbh- pb I u® dy (020
0



Drag pelat datar
perhubungan dengan
lekurangan momen-
mm di dalam

lapisan batas.
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y
U - - _ Permukaan
alur

7(x) ) )

BEGAMBAR 9. 11 Volume g

tur yy §
persamaan momentum integry) yang digunakan da)

. am penurunan
untuk aliran lapisan b

atas.

Meskipun ketinggian tidak dj ¢
iketal seads § 8
kekekalan massa, laju aliran lTE b‘l;gli telah dipahami b

ahwa atas dasar
aliran yang melalui bagjan (2), atau

an (1) harus sama dengan 1laju

)
Uf!=j i dy
0

yang dapat dituliskan sebagai

&

2

pUbh = pb j Un dy
0

Jadi, dengan menggabungkan Persamaan 9.2

dmg dalam suku-suku kekurangan fluks momentum melintasi sisi keluar
dari volume atur sebagai

9.21)

0 dan 9.21 kita memperoleh

&
& = e )
- PbL u(U — u)dy (9.22)

Jika alirannya inviscid, drag akan nol, karena kita akan mempunyai u
= U dan ruas kanan dari Persamaan 9.22 akan nol. (Hal ini konsisten dengan
kenyataan bahwa 7, = 0 jika ¢ = 0). Persamaan 9.22 menunjukkan fakta
penting bahwa aliran lapisan batas pada sebuah pelat datar diatur oleh ke-
setimbangan antara drag geseran (ruas kiri dari Persamaan 9.22) dan suatu
penurunan dalam momentum fluida (ruas_kanan dari Persamaan 9.22). Seiring
meningkatnya x, 6 meningkat dan drag meningkat. Penebalan lapisan batas
diperlukan untuk mengatasi drag dari tegangan geser viskos pada pelat. Hal
ini bertentangan dengan aliran pipa horizontal berkembang penuh di mana
momentum fluida tetap konstan dan tegangan geser diatasi oleh gradien
tekanan di sepanjang pipa.

Pengembangan Persamaan 9.22 dan penggunaannya pertama kali
diperkenalkan pada tahun 1921 oleh T. von Karman (1881-1963), seorang
ahli aerodinamika Hungaria/Jerman. Dengan membandingkan Persamaan 9.22
dan 9.4, kita lihat bahwa drag dapat ditulis dalam suku-suku ketebalan
momentum, ©, sebagai

7 = pbl? © 9.23)

Perhatikan bahwa persamaan ini berlaku untuk aliran-aliran laminar dan
turbulen.
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Tegangan geser
pada pelat datar
sebanding dengan
laju pertumbuhan
lapisan batas.

CONTOH
9.4

Jewati Benda Tercndam

Distribusi tegangan geser dapat dipcrolclll dari pc,.Samaa
kedua ruas terhadap x sehingga mep dﬂpm: By
an

mcndifcrcnsinlk:m
i hU? 40
dx drx

|9Q‘

an panjang pelat d%7/dx, terjagj g
pcninnkalnn dari ketebalan lapisan batas momentum, y. ¢

penurunan dari momentum fluida.
Karena d7 = T, b dv (lihat Persamaan 9.19), makq

Nga

Peningkatan drag persatu
A8 menupjyy
R

dv
— = b1,

1
dx o

engkombinasikan Persamaan 9.24 dan 9.25 k;y,
ral momentum untuk aliran lapisan batas padamc
3 pe

,d©
dx 0y

Jadi, dengan m

persamaan integ Percy

It d‘]:;

T1,= pU

t dari hubungan ini terletak pada kemampuannya y

perolch hasil-hasil pendekatan lapisan batas secara mudah dcnﬂtuk Men.
gunakan asumsi yang agak kasar. Sebagai contoh, jika kita mcﬂgcfa? Meyy.
kecepatan secara terperinci di dalam lapisan batas (yaitu penyelesai ui prc..til
yang dibahas dalam subbab sebelumnya), kita dapat menghitung ; BIlS..g
kanan Persamaan 9.23 untuk memperoleh drag, atau ruas kanan pc:ukn:u
9.26 untuk memperoleh tegangan geser. Untungnya, bahkan sua[u':amm
yang kasar pada profil kecepatan akan memu ngkinkan kita mcmpcl_olch‘;m
hasil drag dan tegangan geser yang cukup memadai dari Persamaay 91?‘11
Metode ini diilustrasikan dalam Contoh 9.4. <4

Manfaa

Tinjaulah aliran laminar dari sebuah fluida tak mampu-mampat ;
sebuah pelat datar pada y = 0. Profil kecepatan ]Episan bI:na:r Efac?fnm
scj.bagai w=UyGuntuk 0 < y < §dan u = U untuk y > &, seperti yany
ditunjukkan dalam Gambar C9.4. Tentukan tegangan geser dengan m}cnﬂ
gun.akan persamaan momentum integral. Bandingkan hasil-hasil ini dtng;n
hasil dari Blasius yang diberikan oleh Persamaan 9.18.

Y

N

o u=Uylé

v o u m GAMBAR 9.4
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PenveLesaian
Dari Persamaan 9.26, tegangan geser diberikan olcll\~\
10
T, = pl*2™
3 dyx (D

sementara untuk aliran laminar kita tg
ta tahu bahwa T, =] (()May)y

profil yang diasumsikan kita peroleh = o Untuk

U
 S— i
w= M @)

dan dari Persamaan) 9.4

o 5
e=_[i[1-ijd.=_|’£__u_ Loy .
€ (B F

atau

(3)

N

Perhatikan bahwa kita belum mengetahui nilai & (tetapi menduga merupakan
fungsi dari x).

Dengan menggabungkan Persamaan 1, 2 dan 3 kita i el
samaan diferensial berikut untuk &: peroleh per:

MU _ pU* d5
5 6 dx
atau
6u
8ds = 2L
pu

Persamaan ini dapat diintegralkan mulai dari ujung depan pelat, x = 0 (di
mana & = 0) sampai sembarang lokasi x di mana ketebalan lapisan batas

adalah é . Hasilnya adalah

2
8% Ol
2 pU
atau
VX
= 34 —_
0=3 6\0 4)

Perhatikan bahwa hasil pendekatan ini (yaitu profil kecepatan sebenarnya
tidak berupa garis lurus yang kita asumsikan) cukup mendekati hasil Blasius

(yang lebih rumit didapatkannya) yang diberikan oleh -Persamaan 9.15.
Tegangan geser dinding juga dapat diperoleh dengan menggabungkan

Persamaan 1, 3, dan 4 sehingga menghasilkan

7. = 0,289U°? /E (Jawaban)
W ’ '\ X

Sekali lagi hasil perkiraan ini sangat mendekati (13%) dengan nilai 7,, dari
Blasius yang diberikan oleh Persamaan 9.18.
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Periiraan prof]
Levepatan digunabon
dalogm perzamaan

mosmentum integrol

ran Melewpny Rends Terendes

Seperti yang dulautrasikan dalam Contoh 904 Petiam,,

mcgral, Persamasn 9.26 dapat dipusalan berwamasn Wity
. L s Pervamaan ! J F t*l' ‘kﬁt"ﬁ‘l-'- rhtﬁ'l . ‘!'-rrll
Laps o ey
1 . > " .- i A BT L
mermadai. Kealuratan dari hasil-hasil ini tergantung daripady (o B \ h'r
; . A ey, Vi,
bentul profil Lecepatan yang diacumsilan dengan profi) § " & Tiga dei
2 . « THE S
Jadi Lita meninjan sebuah profil Kecepatan umypm “"'“.,

vang duavemuilan entol memperodeh hadil hatil perkiraan

; = g(¥Y) wntuk 0 <V g}

dan

;—, =1 ootk ¥.> |

di mana koondinat tak berdimensi ¥ = w8 bervaniasi dari 0 sampai

lapisan batas. Fungsi 1ak berdimensi g(¥) dapat berupa l\?‘ntuﬁ: ! Melingyy;
Kita pilih, meskipun fungsi itu harus merupakan petkiraan PIPUR yany

dan profil lapisan batas. Secara khusus, fungsi itu jelas hai;:g n‘-cnmxi;i
kondisi-kondisi batas u = O paday =0 dan u = J pada vy = § :Nﬁnu}J
" e ¥ l"Im:,'I

g0)=0 dan  g(1) =1

Fungsi linier g(¥) =Y yang digunakan dalam Contoh 9.4
dari profil yang mungkin. Kondisi lain seperti dg/d) =
dw/dy = 0 pada y = § ), juga dapat digabungkan ke dal
lebih mendekati profil yang sesungguhnya.

Untuk g(Y) yang diberikan, drag dapat ditentukan dari Persa 3
scbhagai el

adalah salak

! Lany
Opaday=| (artiny,
am fungsi g(y) umﬁk

§ o i
7 = pb [ ww - ) dy = pbU%S [ et gy
0
atau
D = przé‘Cl (9.2
di mana konstanta tak berdimensi C; mempunyai nilai

1
Gy _[ g1 = g(¥)) dY

0

Dan juga, tegangan geser dinding dapat dituliskan sebagai

Lo _uU dg _uu
= agl =% E,.O—TCZ (9.28)

di mana konstanta tak berdimensi C, mempunyai nilai

74 dg
Cur dY|reo

Dengan menggabungkan Persamaan 9.25, 9.27, dan 9.28 kita memperoleh

o MG
O dbd = UG, dx

yang dapat diintegralkan dari § = 0 pada x = 0 sehingga memberikan




an';'-hﬂsi! pen-
dekatal! dari lapisan
paras d:‘pemleh dari
rmmamr momen-

¢
tegral.

m in

Koefisien gesekan
Jokal adalah tega-
nean geser dinding

tak berdimensi.

9.2 Karakteristik Lapisan Bay m 13g
2vCox
6= =
UG,
atau
s _ [2arq (9.29)
% \J' Rct

Dengan mensubstitusikan pernyataan ini kembali ke Persamaan 9.28 Kita
mendapatkan

X = I/ Cl C2 U3f2 [ﬂ_ (9.30}
Yix
Untuk menggunakan Persamaan 9.29 dan 9.30 kita harus menentukan
nilai dari C, dan C,. Beberapa profil kecepatan yang diasumsikan dan nilai-
nilai 8 yang dihasilkan diberikan dalam Gambar 9.12 dan Tabel 9.2. Semakin
dekat bentuk yang diasumsikan dengan bentuk profil aktual (Blasius), maka
akan semakin akurat hasil akhirnya. Untuk bentuk profil apapun yang di-
asumsikan, ketergantungan fungsional dari é dan 7 , pada parameter-para-
meter fisika p, 4, U dan x adalah sama. Hanya konstantanya yang berbeda.
Artinya & ~ (;Lt/pU)"’? atau &lcxmfx = konstan dan 7~ (p u U/0)'7?, di
mana Re = pUx/j.
Seringkali lebih mudah jika kita menggunakan koefisien gesekan lokal
tak berdimensi, ¢, yang didefinisikan sebagai
= T (9.31
f: %pUz L )
untuk menyatakan tegangan geser dinding. Dari Persamaan 9.30 kita men-
dapatkan nilai perkiraan

" s N2GG

[
Al Rc ¥

sementara penyelesaian Blasius hasilnya diberikan oleh

1,0
Linear
7
Kubik d
| 2 \ I’é.
vy
Gelombang . )
sinus | 0
! ¥
y ! %
0,5 . &5 - M ’,I_/"¢ - S
Kl . ’ S
Blasius LY
B i
. i .
P Barsolk mBGAMBAR 9.12 Perkiraan
z profil lapisan batas yang biasa
digunakan dalam persamaan
0 momentum integral.
0 0,5 01
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Koefisien drag
gesekan adalah
integral dari koe-

fisien gesekan lokal.

a Terendam
omcntum-lntcgral untuk Pejy,

rhitungan M : .
a TABEL 92 Hl?::.}nl:f\s“ msi Profil Kecepatan Aliran lamingr,
D e S TR
SRe)? Ix b nyRe)
Karakter profil = L
0,664 1,328
a Penyelesaian Blasius 5.00
p. Linear 7 346 0,578 1,156
wlU = Y/
Cc. Pambola 7 5.48 0,730 1.460
WU = 2/ - (/)
(ubik , 0,646 1,
T R L 464 o
_ Gelombang sinus 0,655 1,310
: WU = sin[x(70)2] 479
0,664
Ci= —_—
AN TR (03,

a ditunjukkan dalam Tabel 9.2
at datar dengan panjang £ dan lebar b, drag it
akan dalam koefisien drag gesekan, Cp,, sebagy;

{ |
[
A

Cor= Tyt 3pUbE

Hasil-hasil ini jug
Untuk sebuah pel
netto, 7, dapat dinyat

atau

3
Cor = ?J.O ; dal 033

Kita menggunakan nilai perkiraan di atas untuk ¢ = (2C,C,pt /p Ux)" untuk

mendapatkan

| 8,6,
J/Re,

CDf =

di mana Re, = U/{/v adalah bilangan Reynolds berdasarkan panjang pelat
Nilainya yang diperoleh dari penyelesaian Blasius (Persamaan 9.32) mem-
berikan
1,328
Cny = ——
ot \.r’chf
Hasil ini juga ditunjukkan di dalam Tabel 9.2
Metode lapisan batas momentum-integral memberikan teknik yang rel
st;derhana untuk mendapatkan hasil-hasil lapisan batas yang berguna. Seperti
dl'bahas .dalam Subbab 9.2.5 dan 9.2.6, teknik ini dapat diperluas untuk
aliran-aliran lapisan batas pada permukaan-permukaan melengkung (di man
lekanan. dan lfteccpatan fluida pada tepian lapisan batas tidak konstan) dan
pada aliran-aliran turbulen.

atif



